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摘　 要：针对含有飞行时滞的垂直起降（ＶＴＯＬ）直升机系统设计了时滞相关鲁棒非脆弱 Ｈ∞控制

器。 基于时滞中点值把时滞区间均分为两部分，针对每一分割区间构造新的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ
（Ｌ⁃Ｋ）泛函，并结合 Ｌ⁃Ｋ稳定性定理、积分不等式方法和自由权矩阵技术，建立了新的基于线性矩

阵不等式（ＬＭＩ）形式的时滞相关有界实（ＢＲＬ）条件。 在此基础上设计了该系统的非脆弱 Ｈ∞控制

器，通过求解线性矩阵不等式的可行解得到控制器的参数化表达式。 最后应用于 ＶＴＯＬ 直升机的

飞行控制仿真表明，所设计的控制器具有更好的鲁棒性和非脆弱性。
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０　 引言

时滞现象常存在于导弹的制导、飞行器的控制

与航空航天系统当中，它的存在一方面使得系统的

分析与控制器的设计变得复杂，另一方面可以导致

系统性能恶化甚至不稳定。 近年来，时滞系统的稳

定性分析与控制问题成为控制理论研究的热点

问题［１⁃２］。
ＶＴＯＬ直升机的垂直起降控制是一种典型的含

有时滞的动态控制系统。 在实际的飞行控制当中，
常规的鲁棒控制器设计方法 （如 Ｈ∞ 、Ｈ２ 和 μ 综

合），仅考虑系统参数的不确定性，而没有考虑控制

器本身参数的不确定性。 然而，在实际控制器的实

现中，由于硬件（如 Ａ ／ Ｄ、Ｄ ／ Ａ 转换）、软件（如计算

截断误差）等原因，使得控制器存在一定的不确定

性［３］。 Ｋｅｅｌ等［４］指出，当控制器参数存在摄动时，
常规的鲁棒控制器表现出高度的脆弱性，从而造成

闭环系统的性能下降甚至控制器失效。 所以对非

脆弱控制器的研究引起人们的关注［５⁃１２］。 文献［５⁃
８］和文献［９⁃１２］分别针对时滞系统的非脆弱 Ｈ∞控

制问题和非脆弱保性能控制问题进行了深入研究。
在这些研究中，主要围绕如何降低所得结论的保守
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性和满足一定的性能指标而展开。 就研究方法而

言，主要有自由权矩阵方法、积分不等式方法和时

滞分割方法等。 在上述方法中，自由权矩阵方法和

时滞分割方法有利于降低结论的保守性；然而，这
两种方法都会随着引入过多矩阵变量和分割数的

增大而增加计算负担，且不利于控制器的设计。 积

分不等式方法形式简单，含矩阵变量较少，利于理

论分析和计算；然而如何构造缩放程度较小的不等

式是一个难题。 在兼顾结论的保守性、计算的复杂

性和控制器的实现上，Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ （Ｌ⁃Ｋ）泛
函和界定条件的合理选取成为目前研究的一个重

点问题。
本文主要采用时滞分割和积分不等式相结合

的处理方法，研究了 ＶＴＯＬ直升机的非脆弱 Ｈ∞控制

问题。 首先通过时滞分割构造适当的 Ｌ⁃Ｋ 泛函并

结合积分不等式方法，建立时滞相关有界实（ＢＲＬ）
条件，在此基础上设计了非脆弱控制器。 最后把该

控制器应用于 ＶＴＯＬ 的飞行控制当中，仿真结论表

明了设计方法的有效性，相比一般鲁棒控制器具有

更好的镇定效果和明显的非脆弱性。

１　 问题描述

某型 ＶＴＯＬ直升机动态运动的线性化数学模型

可描述如下［１３］：
ｘ̇（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） ＋ Ａ１ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ＋ Ｂｕｕ（ ｔ） ＋ Ｂωω（ ｔ）
ｚ（ ｔ） ＝ Ｃｘ（ ｔ） ＋ Ｄｕｕ（ ｔ） ＋ Ｄωω（ ｔ）
ｘ（ ｔ） ＝ φ（ ｔ），∀ｔ∈ ［ － ｈＭ，０］

ì

î

í

ï
ï

ïï （１）
其中，ｘ（ ｔ）＝ ［ｖｈ，ｖｖ，ｑ，θ］ Ｔ 为系统状态向量，ｖｈ、

ｖｖ、ｑ、θ 分别是 ＶＴＯＬ直升机的水平速度、垂直速度、
俯仰角速率和俯仰角。 ｕ（ ｔ）为控制向量，ｚ（ ｔ）为被

调输出，ω（ ｔ）为扰动输入向量。 ｈ（ ｔ）为时变连续的

函数且满足

０ ≤ ｈｍ ≤ ｈ（ ｔ） ≤ ｈＭ，ｈ
·
（ ｔ） ≤ μ （２）

针对系统（１）定义如下性能指标

Ｊ（ω） ＝ ∫∞
０
［ｚ（ ｔ） Ｔｚ（ ｔ） － γ ２ωＴ（ ｔ）ω（ ｔ）］ｄｔ （３）

其中，γ＞０ 为给定标量。 本文主要目标是针对

外部干扰作用下的系统（１），设计一个状态反馈非

脆弱 Ｈ∞控制器

ｕ（ ｔ） ＝ （Ｋ ＋ ΔＫ）ｘ（ ｔ） （４）
其中， Ｋ 为控制器增益； ΔＫ 为增益摄动，并

满足

ΔＫ ＝ ＤａＦａ（ ｔ）Ｅａ，ＦＴａ（ ｔ）Ｆａ（ ｔ） ≤ Ｉ （５）
使得满足以下两个条件：

１）ω（ ｔ）＝ ０时，由（４）构成的闭环系统（１）渐近

稳定；
２）对 于 给 定 的 γ ＞ ０，在 零 初 始 条 件 下 对

于‖ｚ（ ｔ）‖２＜γ２‖ω（ ｔ）‖，ω（ ｔ）∈Ｌ２［０，∞ ］。
把非脆弱控制器（４）代入系统（１），则闭环系

统为：
ｘ̇（ ｔ） ＝ Ａｋｘ（ ｔ） ＋ Ａ１ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ＋ Ｂωω（ ｔ）
ｚ（ ｔ） ＝ Ｃｋｘ（ ｔ） ＋ Ｄωω（ ｔ）
ｘ（ ｔ） ＝ φ（ ｔ），∀ｔ∈ ［ － ｈＭ，０］

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

其中，Ａｋ ＝Ａ＋ＢｕＫ＋ＢｕΔＫ，Ｃｋ ＝Ｃ＋ＤｕＫ＋ＤｕΔＫ。
为了证明方便，首先给出如下引理。
引理 １［１４］  对于任意定常矩阵 Ｗ∈ℝ ｎ×ｎ，Ｗ ＝

ＷＴ＞０，标量 ｈ： ＝ ｈ（ ｔ） ＞０ 和向量函数 ｘ̇：［ －ｈ，０］→
ℝ ｎ，以下相关积分项有定义，则有：

－ ｈ∫ｔ
ｔ －ｈ
ｘ̇Ｔ（ ｓ）Ｗｘ̇（ ｓ）ｄｓ≤ ζＴ１（ ｔ）

－ Ｗ Ｗ
Ｗ － Ｗ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ１（ ｔ）

－ ｈ２

２ ∫
０

－ｈ
∫ｔ
ｔ ＋ θ

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｗｘ̇（ｓ）ｄｓ≤ ζＴ２（ｔ）
－ Ｗ Ｗ
Ｗ － Ｗ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ζ２（ｔ）

其中，
ζＴ１（ ｔ） ＝ ［ｘＴ（ ｔ） ｘＴ（ ｔ － ｈ）］，

ζＴ２（ ｔ） ＝ ｈｘＴ（ ｔ） ∫ｔ
ｔ －ｈ
ｘＴ（ ｓ）ｄｓé

ë
êê

ù

û
úú 。

引理 ２［１５］  设 ｈ１≤ｈ（ ｔ）≤ｈ２，其中 ｈ（ ｔ）：ℝ ＋→
ℝ ＋，那么，对于任意的 Ｒ＝ＲＴ＞０，下面的不等式成立

－ ∫ｔ －ｈ１
ｔ －ｈ２

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｒｘ̇（ｓ）ｄｓ≤ δＴ（ｔ）｛（ｈ２ － ｈ（ｔ））ＭＲ－１ＭＴ ＋

　 （ｈ（ ｔ） － ｈ１）ＮＲ
－１ＮＴ ＋ ［Ｎ － Ｎ ＋ Ｍ － Ｍ］ ＋

　 ［Ｎ － Ｎ ＋ Ｍ － Ｍ］ Ｔ｝δ（ ｔ）
其中，
ζＴ（ ｔ） ＝ ［ｘＴ（ ｔ － ｈ１） ｘＴ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ｘＴ（ ｔ － ｈ２）］；

Ｍ ＝ ［ＭＴ
１ ＭＴ

２ ＭＴ
３］ Ｔ 和 Ｎ ＝ ［ＮＴ１ ＮＴ２ ＮＴ３］ Ｔ 为适当维数

的自由矩阵。
引理 ３［１６］  假设 γ１≤γ（ ｔ）≤γ２，其中 γ（·）：

ℝ ＋→ℝ ＋，那么，对于任意适当维数的常数矩阵 Ξ１、
Ξ２ 和 Ω，下面的矩阵不等式成立

Ω ＋ （γ（ ｔ） － γ １）Ξ１ ＋ （γ ２ － γ（ ｔ））Ξ２ ＜ ０
当且仅当

Ω ＋ （γ ２ － γ １）Ξ１ ＜ ０，Ω ＋ （γ ２ － γ １）Ξ２ ＜ ０
引理 ４［１７］  给定具有适当维数的矩阵 Ｑ ＝ＱＴ，

Ｈ，Ｅ，则有 Ｑ＋ＨＦ（ ｔ）Ｅ＋ＥＴＦ（ ｔ） ＴＨＴ＜０，对任意满足

Ｆ（ ｔ） ＴＦ（ ｔ）≤Ｉ 的 Ｆ（ ｔ）成立的充要条件是存在 ε＞
０，使得

Ｑ ＋ ε －１ＨＨＴ ＋ εＥＴＥ ＜ ０

４３
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２　 时滞相关有界实引理（ＢＲＬ）
定理 １ 对于给定常数 ｈｍ、ｈＭ、μ 和 γ，如果存正

定对称矩阵 Ｐ ＝
Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ１３
∗ Ｐ２２ Ｐ２３
∗ ∗ Ｐ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

、Ｑｉ（ ｉ ＝ １，２，３）、Ｚ、

Ｒ ｊ（ ｊ＝ １，…，４）；适当维数的自由矩阵 Ｔ１、Ｔ２、Ｍａ、Ｎａ

（ａ＝ １，２，３），使得如下 ＬＭＩｓ成立：

Ξ δＮ
∗ － Ｒ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０ （７）

Ξ δＭ
∗ － Ｒ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０ （８）

则系统（６）在非脆弱控制器（４）的作用下不仅

渐近稳定，而且在零初始条件下具有给定的 Ｈ∞ 扰

动抑制水平 γ。 其中

Ξ ＝

Ξ１１Ξ１２ Ｔ１Ａ１ － Ｐ１３ Ξ１５ Ξ１６ Ｐ２３ Ｔ１Ｂω ＣＴｋ
∗ Ξ２２ Ξ２３ Ξ２４ ０ Ξ２６ Ξ２７ ０ ０

∗ ∗ Ξ３３ Ξ３４ ＡＴ１ＴＴ２ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ Ξ４４ ０ － ＰＴ２３ － ＰＴ３３ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗ Ξ５５ Ｐ１２ Ｐ１３ Ｔ２Ｂω ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ６６ ０ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Ｒ２ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － γ２Ｉ ＤＴω
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

Ξ１１ ＝ Ｐ１２ ＋ ＰＴ１２ ＋ Ｗ － Ｒ３ － ｈ２δＺ ＋ Ｔ１Ａｋ ＋ ＡＴｋＴＴ１，
Ξ１２ ＝ Ｒ３ － Ｐ１２ ＋ Ｐ１３，Ξ１５ ＝ Ｐ１１ － Ｔ１ ＋ ＡＴｋＴＴ２，
Ξ１６ ＝ ＰＴ２２ ＋ ｈδＺ，Ξ２２ ＝ － Ｒ３ － Ｑ１ ＋ Ｎ１ ＋ ＮＴ１，
Ξ２３ ＝ － Ｎ１ ＋ Ｍ１ ＋ ＮＴ２，Ξ２４ ＝ － Ｍ１ ＋ ＮＴ３，
Ξ２６ ＝ － ＰＴ２２ ＋ ＰＴ２３，Ξ２７ ＝ － ＰＴ３２ ＋ ＰＴ３３，
Ξ３３ ＝ － （１ － μ）Ｑ２ － Ｎ２ － ＮＴ２ ＋ Ｍ２ ＋ ＭＴ

２，
Ξ３４ ＝ － Ｍ２ － ＮＴ３ ＋ ＭＴ

３，Ξ４４ ＝ － Ｑ３ － Ｍ３ － ＭＴ
３，

Ξ５５ ＝ Ｈ － Ｔ２ － ＴＴ２，Ξ６６ ＝ － Ｒ１ － Ｚ，δ ＝ （ｈＭ － ｈｍ） ／ ２，

ｈδ ＝ （ｈＭ ＋ ｈｍ） ／ ２，Ｈ ＝ ｈ２δＲ３ ＋ （ｈＭ － ｈδ）Ｒ４ ＋
１
４
ｈ４δＺ，

Ｗ ＝ Ｑ１ ＋ Ｑ２ ＋ Ｑ３ ＋ ｈ２δＲ１ ＋ （ｈＭ － ｈδ） ２Ｒ２，

Ｎ ＝ ［０ ＮＴ１ ＮＴ２ ＮＴ３ ０ ０ ０ ０ ０］ Ｔ，

Ｍ ＝ ［０ ＭＴ１ ＭＴ２ ＭＴ３ ０ ０ ０ ０ ０］ Ｔ，

Ｔ ＝ ［ＴＴ１ ０ ０ ０ ＴＴ２ ０ ０ ０ ０］ Ｔ

证明：首先基于时滞中点值 ｈδ，把时滞区间

［ｈｍ，ｈＭ］均分成两部分，即［ｈｍ，ｈδ］和［ｈδ，ｈＭ］。
１）当 ｈ（ ｔ）∈ ｈδ，ｈＭ[ ] 时，构造如下 Ｌ⁃Ｋ泛函

Ｖ１（ ｔ） ＝ Ｖ１１（ ｔ） ＋ Ｖ１２（ ｔ） ＋ Ｖ１３（ ｔ） （９）
其中

Ｖ１１（ ｔ） ＝ ξ Ｔ１（ ｔ）Ｐξ １（ ｔ），

Ｖ１２（ ｔ） ＝ ∫ｔ
ｔ－ｈδ

ｘＴ（ｓ）Ｑ１ｘ（ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｔ
ｔ－ｈ（ｔ）

ｘＴ（ｓ）Ｑ２ｘ（ｓ）ｄｓ ＋

∫ｔ
ｔ －ｈＭ

ｘＴ（ ｓ）Ｑ３ｘ（ ｓ）ｄｓ，

Ｖ１３（ ｔ） ＝ ｈδ∫０
－ｈδ
∫ｔ
ｔ ＋θ
ｘＴ（ ｓ）Ｒ１ｘ（ ｓ）ｄｓｄθ ＋

（ｈＭ － ｈδ）∫－ｈδ
－ｈＭ
∫ｔ
ｔ ＋θ
ｘＴ（ ｓ）Ｒ２ｘ（ ｓ）ｄｓｄθ ＋

ｈδ∫０
－ｈδ
∫ｔ
ｔ ＋θ
ｘ̇Ｔ（ ｓ）Ｒ３ ｘ̇（ ｓ）ｄｓｄθ ＋

∫－ｈδ
－ｈＭ
∫ｔ
ｔ ＋θ
ｘ̇Ｔ（ ｓ）Ｒ４ ｘ̇（ ｓ）ｄｓｄθ ＋

ｈ２δ
２ ∫

０

－ｈδ
∫０
θ
∫ｔ
ｔ ＋λ

ｘ̇Ｔ（ ｓ）Ｚｘ（ ｓ）ｄｓｄλｄθ，

ξ Ｔ１（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ） ∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｔ －ｈδ
ｔ －ｈＭ

ｘＴ（ ｓ）ｄｓé

ë
êê

ù

û
úú ，

取泛函沿系统（６）的导数有

Ｖ̇１（ ｔ） ≤ ２ξ Ｔ１（ ｔ）Ｐξ̇１（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ）Ｗｘ（ ｔ） －
ｘＴ（ ｔ － ｈδ）Ｑ１ｘ（ ｔ － ｈδ） －
（１ － μ）ｘＴ（ｘ － ｈ（ ｔ））Ｑ２ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） －
ｘＴ（ ｔ － ｈＭ）Ｑ３ｘ（ ｔ － ｈＭ） －

ｈδ∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘＴ（ ｓ）Ｒ１ｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ ｘ̇Ｔ（ ｔ）Ｈｘ̇（ ｔ） －

（ｈＭ － ｈδ）∫ｔ －ｈδ
ｔ －ｈＭ

ｘＴ（ ｓ）Ｒ２ｘ（ ｓ）ｄｓ －

ｈδ∫ｔ
ｔ－ｈδ

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｒ３ｘ̇（ｓ）ｄｓ － ∫ｔ－ｈδ
ｔ－ｈＭ

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｒ４ｘ̇（ｓ）ｄｓ －

ｈ２δ
２ ∫

０

－ｈδ
∫ｔ
ｔ ＋θ
ｘ̇Ｔ（ ｓ）Ｚｘ̇（ ｓ）ｄｓｄθ （１０）

其中，Ｗ、Ｈ 为定理 １ 所定义。 由积分不等式

可得：

－ ｈδ∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘＴ（ ｓ）Ｒ１ｘ（ ｓ）ｄｓ≤

－ ∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘ（ ｓ）ｄｓ( )
Ｔ
Ｒ１ ∫ｔ

ｔ －ｈδ
ｘ（ ｓ）ｄｓ( ) （１１）

－ （ｈＭ － ｈδ）∫ｔ －ｈδ
ｔ －ｈＭ

ｘＴ（ ｓ）Ｒ２ｘ（ ｓ）ｄｓ≤

－ ∫ｔ －ｈδ
ｔ －ｈＭ

ｘ（ ｓ）ｄｓ( )
Ｔ
Ｒ２ ∫ｔ －ｈδ

ｔ －ｈＭ
ｘ（ ｓ）ｄｓ( ) （１２）

由引理 １和引理 ２分别有

－ ｈδ∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘ̇Ｔ（ ｓ）Ｒ３ ｘ̇（ ｓ）ｄｓ≤

　
ｘ（ ｔ）

ｘ（ ｔ － ｈδ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ － Ｒ３ Ｒ３
∗ － Ｒ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｘ（ ｔ）
ｘ（ ｔ － ｈδ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
（１３）
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－
ｈ２δ
２ ∫

０

－ｈδ
∫ｔ
ｔ ＋θ
ｘ̇Ｔ（ ｓ）Ｚ１ ｘ̇（ ｓ）ｄｓｄθ ≤

　
ｈδｘ（ ｔ）

∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘ（ ｓ）ｄｓ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｔ

－ Ｚ Ｚ
Ｚ － Ｚ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｈδｘ（ ｔ）

∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘ（ ｓ）ｄｓ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（１４）

－ ∫ｔ－ｈδ
ｔ－ｈＭ

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｒ４ｘ̇（ｓ）ｄｓ≤ δＴ（ｔ）［（ｈＭ － ｈ（ｔ））ＭＲ－１
４ ＭＴ ＋

　 （ｈ（ ｔ） － ｈδ）ＮＲ
－１
４ ＮＴ ＋ ［Ｎ － Ｎ ＋ Ｍ － Ｍ］ ＋

　 ［Ｎ － Ｎ ＋ Ｍ － Ｍ］ Ｔ］δ（ ｔ） （１５）
另一方面，由系统（６）有以下恒等式

２［ｘＴ（ ｔ）Ｔ１ ＋ ｘ̇Ｔ（ ｔ）Ｔ２］·

［Ａｋｘ（ ｔ） ＋ Ａ１ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） － ｘ̇（ ｔ） ＋ Ｂωω（ ｔ）］ ＝ ０
（１６）

其中，Ｔ１、Ｔ２ 为适当维数的自由权矩阵。
把式（１１） ～式（１６）代入式（１０）中，并定义增广

向量

ζＴ１（ ｔ） ＝ ［ｘ
Ｔ（ｔ） ｘＴ（ｔ － ｈδ） ｘＴ（ｔ － ｈ（ｔ）） ｘＴ（ｔ － ｈＭ）

ｘ̇Ｔ（ ｔ） ∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｔ －ｈδ
ｔ －ｈＭ

ｘＴ（ ｓ）ｄｓ ωＴ（ ｔ）］

　 　 则 Ｖ̇１（ ｔ）可表示为

Ｖ̇１（ ｔ） ≤ ζＴ１（ ｔ）（Π ＋ （ｈＭ － ｈ（ ｔ））ＭＲ －１
４ ＭＴ ＋

（ｈ（ ｔ） － ｈδ）ＮＲ
－１
４ ＮＴ）ζ１（ ｔ） （１７）

其中

Π ＝

Ξ１１ Ξ１２ Ｔ１Ａ１ － Ｐ１３ Ξ１５ Ξ１６ Ｐ２３ Ｔ１Ｂω

∗ Ξ２２ Ξ２３ Ξ２４ ０ Ξ２６ Ξ２７ ０

∗ ∗ Ξ３３ Ξ３４ ＡＴ１ＴＴ２ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ Ξ４４ ０ － ＰＴ２３ － ＰＴ３３ ０
∗ ∗ ∗ ∗ Ξ５５ Ｐ１２ Ｐ１３ Ｔ２Ｂω

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ６６ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Ｒ２ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

对于给定的 γ，考虑性能指标 Ｊ （ ω），则把

ｚ（ ｔ） Ｔｚ（ ｔ）－γ２ωＴ（ ｔ）ω（ ｔ）加到不等式 （ １７ ） 两边，
可得

Ｖ̇１（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ） Ｔｚ（ ｔ） － γ ２ωＴ（ ｔ）ω（ ｔ） ≤

　 ζＴ１（ ｔ）（Π ＋ ΘＴΘ ＋ （ｈＭ － ｈ（ ｔ））ＭＲ －１
４ ＭＴ ＋

　 （ｈ（ ｔ） － ｈδ）ＮＲ
－１
４ ＮＴ）ζ１（ ｔ） （１８）

其中，Π＝Π＋ｄｉａｇ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －γ２Ｉ{ } ，
Θ＝［Ｃｋ ０ ０ ０ ０００Ｄω ］。
如果

Π ＋ΘＴΘ ＋ （ｈＭ － ｈ（ｔ））ＭＲ －１
４ ＭＴ ＋ （ｈ（ｔ） － ｈδ）ＮＲ

－１
４ ＮＴ ＜ ０
（１９）

那么

Ｖ̇１（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ） Ｔｚ（ ｔ） － γ ２ωＴ（ ｔ）ω（ ｔ） ≤ ０ （２０）

当 ω（ ｔ）＝ ０ 时，Ｖ̇１（ ｔ） ＜０，则系统（６）是渐近稳

定的；当 ω（ ｔ）≠０ 时，式（１８）两边对 ｔ 从 ０ 到∞积

分，并注意到在零初始条件下，有 Ｖ（ ｔ） ｜ ｔ＝０，得到

∫∞
０
［ｚＴ（ ｔ）ｚ（ ｔ） － γ ２ωＴ（ ｔ）ω（ ｔ）］ｄｔ ＜ － Ｖ（ ｔ） ｜ ｔ ＝∞ ＋

　 Ｖ（ ｔ） ｜ ｔ ＝ ０ ＜ ０ （２１）
即‖ｚ（ ｔ）‖＜γ‖ω‖２，从而闭环系统在零初始

条件下具有给定的 Ｈ∞扰动抑制水平 γ。
２） 当 ｈ（ ｔ）∈ ｈｍ，ｈδ[ ] 时，构造如下 Ｌ⁃Ｋ泛函

Ｖ２（ｔ） ＝ ξＴ２（ｔ）Ｐξ２（ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ－ｈδ

ｘＴ（ｓ）Ｑ１ｘ（ｓ）ｄｓ ＋

∫ｔ
ｔ－ｈ（ｔ）

ｘＴ（ｓ）Ｑ２ｘ（ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｔ
ｔ－ｈｍ

ｘＴ（ｓ）Ｑ３ｘ（ｓ）ｄｓ ＋

ｈδ∫０
－ｈδ

∫ｔ
ｔ＋θ

ｘＴ（ｓ）Ｒ１ｘ（ｓ）ｄｓｄθ ＋

（ｈδ － ｈｍ）∫－ｈｍ
－ｈδ

∫ｔ
ｔ＋θ

ｘＴ（ｓ）Ｒ２ｘ（ｓ）ｄｓｄθ ＋

ｈδ∫０
－ｈδ

∫ｔ
ｔ＋θ

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｒ３ ｘ̇（ｓ）ｄｓｄθ ＋ ∫－ｈｍ
－ｈδ

∫ｔ
ｔ＋θ

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｒ４ ｘ̇（ｓ）ｄｓｄθ ＋

ｈ２δ
２ ∫

０

－ｈδ

∫０
θ
∫ｔ
ｔ＋λ

ｘ̇Ｔ（ｓ）Ｚｘ（ｓ）ｄｓｄλｄθ ＣＢ

其中，

ξ Ｔ２（ ｔ） ＝ ［ ｘＴ（ ｔ） ∫ｔ
ｔ －ｈδ

ｘＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｔ －ｈｍ
ｔ －ｈδ

ｘＴ（ ｓ）ｄｓ］、Ｐ、

Ｑｉ（ ｉ ＝ １，２，３）、Ｒ ｊ（ ｉ ＝ １，２，３，４）、Ｚ 如同式（６）中所

定义。 用同样的处理方法，可以得到

Ｖ̇２（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ） Ｔｚ（ ｔ） － γ ２ωＴ（ ｔ）ω（ ｔ） ≤

　 ζＴ２（ ｔ）（Π ＋ ΘＴΘ ＋ （ｈδ － ｈ（ ｔ））ＭＲ －１
４ ＭＴ ＋

　 （ｈ（ ｔ） － ｈｍ）ＮＲ
－１
４ ＮＴ）ζ２（ ｔ） （２２）

其中，
ζＴ２（ｔ） ＝ ［ｘ

Ｔ（ｔ） ｘＴ（ｔ － ｈδ） ｘＴ（ｔ － ｈ（ｔ）） ｘＴ（ｔ － ｈｍ）

ｘ̇Ｔ（ｔ） ∫ｔ
ｔ－ｈδ

ｘＴ（ｓ）ｄｓ ∫ｔ－ｈｍ
ｔ－ｈδ

ｘＴ（ｓ）ｄｓ］

如果
Π ＋ ΘＴΘ ＋ （ｈδ － ｈ（ｔ））ＭＲ－１

４ ＭＴ ＋ （ｈ（ｔ） － ｈｍ）ＮＲ
－１
４ ＮＴ ＜ ０
（２３）

那么

Ｖ̇１（ ｔ） ＋ ｚ（ ｔ） Ｔｚ（ ｔ） － γ ２ωＴ（ ｔ）ω（ ｔ） ≤ ０ （２４）
从而闭环系统在零初始条件下具有给定的 Ｈ∞

扰动抑制水平 γ。
由于 ｈＭ－ｈδ ＝ ｈδ －ｈｍ ＝ δ，对式（１９）或式（２３）应

用引理 ３以及 Ｓｃｈｕｒ补，即可得定理 １中的式（７）和
式（８）。
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３　 Ｈ∞非脆弱控制器的设计

本节在第 ２ 节 ＢＲＬ 的基础上，设计非脆弱 Ｈ∞
控制器。

定理 ２ 对于给定常数 ｈｍ、ｈＭ、μ 和 γ，如果存在

标 量 εｋ ≥ ０ （ ｋ ＝ １， ２ ）， 正 定 对 称 矩 阵 Ｐ ＝
Ｐ １１ Ｐ １２ Ｐ １３
∗ Ｐ ２２ Ｐ ２３
∗ ∗ Ｐ ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

、Ｑ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３）、Ｒ
 

ｊ（ ｊ ＝ １，２，３，４）、

Ｚ ；适当维数的自由矩阵 Ｍ ａ、Ｎ
 

ａ，（ａ ＝ １，２，３），Ｘ 和

Ｙ，使得如下 ＬＭＩｓ成立：
Ξ １ Γ Ｔａ Γ ＴＥ
∗ － ε １Ｉ ０
∗ ∗ － ε １Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０ （２５）

Ξ ２ Γ Ｔａ Γ ＴＥ
∗ － ε ２Ｉ ０
∗ ∗ － ε ２Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０ （２６）

则系统（１）在非脆弱控制器（４）的作用下不仅

渐近稳定，而且在零初始条件下具有给定的 Ｈ∞ 扰

动抑制水平 γ，且控制器增益 Ｋ＝ＹＸ－Ｔ。 其中，

Ξ １ ＝
Ξ δＮ 

∗ － Ｒ ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ξ ２ ＝

Ξ δＭ 

∗ － Ｒ ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Ξ ＝

Ξ １１ Ξ
 
１２ Ａ１Ｘ － Ｐ １３ Ξ １５ Ξ １６ Ｐ ２３ Ｂω ＸＣＴ ＋ ＹＴＤＴｕ

∗ Ξ ２２ Ξ ２３ Ξ ２４ ０ Ξ ２６ Ξ ２７ ０ ０

∗ ∗ Ξ ３３ Ξ ３４ ＸＡＴ１ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ Ξ ４４ ０ － Ｐ Ｔ２３ － Ｐ Ｔ３３ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗ Ξ ５５ Ｐ １２ Ｐ １３ Ｂω ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ξ ６６ ０ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Ｒ ２ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － γ２Ｉ ＤＴω
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

Ξ １１ ＝ Ｐ １２ ＋ Ｐ Ｔ１２ ＋ Ｗ － Ｒ ３ － ｈ２δＺ
 ＋ ＡＸ ＋ ＢＹ ＋

ＸＡＴ ＋ ＹＴＢＴ，
Ξ １２ ＝ Ｒ ３ － Ｐ １２ ＋ Ｐ １３，Ξ

 
１５ ＝ Ｐ １１ － Ｘ ＋ ＸＡＴ ＋ ＹＴＢＴ，

Ξ １６ ＝ Ｐ Ｔ２２ ＋ ｈδＺ
 ，Ξ ２２ ＝ － Ｒ ３ － Ｑ １ ＋ Ｎ １ ＋ Ｎ Ｔ１，

Ξ ２３ ＝ － Ｎ １ ＋ Ｍ １ ＋ Ｎ Ｔ２，Ξ
 
２４ ＝ － Ｍ １ ＋ Ｎ Ｔ３，

Ξ ２６ ＝ － Ｐ Ｔ２２ ＋ Ｐ Ｔ２３，Ξ
 
２７ ＝ － Ｐ Ｔ３２ ＋ Ｐ Ｔ３３，

Ξ ３３ ＝ － （１ － μ）Ｑ ２ － Ｎ ２ － Ｎ Ｔ２ ＋ Ｍ ２ ＋ Ｍ Ｔ２，
Ξ ３４ ＝ － Ｍ ２ － Ｎ Ｔ３ ＋ Ｍ Ｔ３，Ξ

 
４４ ＝ － Ｑ ３ － Ｍ

 
３ － Ｍ Ｔ３，

Ξ ５５ ＝ Ｈ
 － Ｘ － ＸＴ，Ξ ６６ ＝ － Ｒ １ － Ｚ ，δ ＝ （ｈＭ － ｈｍ） ／ ２，

ｈδ ＝
（ｈＭ ＋ ｈｍ）

２
，Ｈ ＝ ｈ２δＲ

 
３ ＋ （ｈＭ － ｈδ）Ｒ

 
４ ＋
１
４
ｈ４δＺ
 ，

Ｗ ＝ Ｑ １ ＋ Ｑ ２ ＋ Ｑ ３ ＋ ｈ２δＲ
 
１ ＋ （ｈＭ － ｈδ） ２Ｒ

 
２，

Ｎ ＝ ［０ Ｎ Ｔ１ Ｎ Ｔ１ Ｎ Ｔ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０］ Ｔ，

Ｍ ＝ ［０ Ｍ Ｔ１ Ｍ Ｔ１ Ｍ Ｔ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０］ Ｔ，

Γ ａ ＝ ［ε ＢＴ ０ ０ ０ ε ＢＴ ０ ０ ０ ε ＤＴｕ ０］ ＴＤａ，

Γ Ｅ ＝ ［ＥａＸＴ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０］ 。
证明：由于定理 １中式（７）和式（８）给出的条件

为非线性矩阵不等式，不能直接得到控制器的解。
下面给出控制器的设计方法，首先将式（７）和式（８）
中的不确定项（即含 ΔＫ 项）分离，即

Ξ１ ＋ ΓａＦａ（ ｔ）ΓＥ ＋ ΓＴＥＦＴａ（ ｔ）Γａ ＜ ０ （２７）
Ξ２ ＋ ΓａＦａ（ ｔ）ΓＥ ＋ ΓＴＥＦＴａ（ ｔ）Γａ ＜ ０ （２８）
其中

Ξ１ ＝
Ξ′ δＮ
∗ －Ｒ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ξ２ ＝

Ξ′ δＭ
∗ －Ｒ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ξ′为 Ξ 中

分离不确定项（含 ΔＫ 项）所得结果。 对以上两式应

用引理 ４可得：
Ξ１ ＋ ε －１ΓａΓＴａ ＋ εΓＴＥΓＥ ＜ ０ （２９）
Ξ２ ＋ ε －１ΓａΓＴａ ＋ εΓＴＥΓＥ ＜ ０ （３０）
其中

Γａ ＝ ［（Ｔ１Ｂ） Ｔ ０ ０ ０ （Ｔ２Ｂ） Ｔ ０ ０ ０ ＤＴｕ ０］ ＴＤａ，
ΓＥ ＝ ［Ｅａ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０］ 。

进而对式（２９）和式（３０）应用 Ｓｃｈｕｒ补可得

Ξ１ ΓＴａ εΓＴＥ
∗ － εＩ ０
∗ ∗ － εＩ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＜ ０ （３１）

Ξ２ ΓＴａ εΓＴＥ
∗ － εＩ ０
∗ ∗ － εＩ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＜ ０ （３２）

令 Ｔ１ ＝ Ｔ２ ＝ Ｘ
－１，其中 Ｘ 为非奇异矩阵，对式

（３１）和式（３２）两边左乘 Ψ，右乘其转置，其中

Ψ ＝ ｄｉａｇ｛Ｘ … Ｘüþ ýï ï ï

７
Ｉ Ｉ Ｘ ε －１Ｉ ε －１Ｉ｝

令，Ｐ ｉ，ｊ ＝ ＸＰ ｉ，ｊＸＴ，Ｒ
 

ｉ ＝ ＸＲｉＸＴ，Ｑ
 

ｊ ＝ ＸＱ ｊＸＴ，Ｍ
 

ｊ ＝
ＸＭｊＸＴ，Ｎ

 
ｊ ＝ ＸＮ ｊＸＴ，Ｙ ＝ ＫＸＴ，通过替换容易得到定

理 ２的条件，证毕。

４　 设计实例

下面以 ＶＴＯＬ直升机为对象进行仿真，其模型

参数如下：

Ａ ＝

－ ０ ０３６６ ０ ０２７１ ０ ０１８８ － ０ ４５５５
０ ０４８２ － １ ０１００ ０ ００２４ － ４ ０２０８
０ １００２ ０ ３６８１ － ０ ７０７０ １ ４２００
０ ０ １ ００００ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

７３



导航定位与授时 ２０１６年 １１月

Ａ１ ＝

－ ０ ０１１０ ０ ００８１ ０ ００５６ － ０ １３６６
０ ０１４５ － ０ ３０３０ ０ ０００７ － １ ２０６２
０ ０３０１ ０ １１０４ － ０ ２１２１ ０ ４２６０
０ ０ ０ ３０００ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｂｕ ＝

０ ４４２２ ０ １７６１
３ ５４４６ － ７ ５９２２
－ ５ ５２００ ４ ４９００
０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，Ｂω ＝

１
１
１
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｃ ＝ ［０ ０ ０ １］，Ｄｕ ＝ ［０ １ ０ １］，Ｄω ＝ ０
当不加外部控制（即 ｕ（ ｔ）＝ ０）时，该系统的开

环响应曲线如图 １所示，显然系统是不稳定的。

� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ���
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图 １　 ＶＴＯＬ 系统状态开环响应曲线

Ｆｉｇ １　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｏｐｅｎ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ＶＴＯＬ

下面分析系统在控制器作用下的镇定性能。
设时滞下界 ｈｍ ＝ ０，首先在无外部干扰和控制器增

益摄动的情况下设计控制器。 当 ｈＭ ＝ ７ 时，由定理

１可求得状态反馈矩阵为

Ｋ ＝
－ ０ ３７５２ ２ ９６４５ ３ １８３４ ２ ７０８７
－ ０ １３５０ １ ３４６３ １ ７４９８ １ ３９６５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

将其代入系统方程可得系统各状态响应曲线，
如图 ２所示。
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图 ２　 ＶＴＯＬ 系统状态闭环响应曲线

Ｆｉｇ ２　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ＶＴＯＬ

可见在控制器的作用下，系统各状态很快收

敛，且具有较好的稳定性能。
为了进一步分析控制器的非脆弱性能。 假设

在幅值 ０ １ 的正弦干扰和控制器增益摄动的情况

下，针对 ｈＭ ＝ ７的定常时滞进行仿真，其中摄动参数

取为：

Ｄａ ＝
０ ５ ０ ０１
０ ０１ ０ ０５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｅａ ＝
０ ６ ０ ６ ０ ６ ０ ６
－ ０ ６ － ０ ６ － ０ ６ － ０ ６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

扰动矩阵 Ｆａ∈Ｒ２×２，则由定理 ２ 可求得最小的

干扰抑制水平 γ＝ ０ ９７１６，相应的控制增益矩阵为

Ｋ１ ＝
－ ４ ８３１７ － ４ ３９７８ ５ ０８４１ １８ １９２７
０ ５２２９ ４ ０７１９ ３ １３７５ １３ ２５７１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

在非脆弱控制器 Ｋ１ 的作用下，系统状态响应

曲线如图 ３所示。
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图 ３　 鲁棒非脆弱控制器下系统状态响应曲线

Ｆｉｇ ３　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｗｉｔｈ ｒｏｂｕｓｔ ｎｏｎ⁃ｆｒａｇｉｌｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

当控制器不存在增益摄动时（即设摄动参数 Ｄａ

和 Ｅａ 为零），同样取 γ＝ ０ ９７１６，由定理 ２ 可得一般

鲁棒控制器增益矩阵

Ｋ２ ＝
－ ０ ７７１６ － １ ３８９８ ４ ２４２１ １１ ７１２９
－ ０ ０７９０ ２ ９６９５ １ ０１７４ ６ ７９４３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

相应的系统状态响应曲线如图 ４所示。
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图 ４　 一般鲁棒控制器下系统状态响应曲线

Ｆｉｇ ４　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｗｉｔｈ ｒｏｂｕｓｔ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

以状态 ｘ１（ ｔ）为研究对象，图 ５给出了在相同条

件下，非脆弱控制器和一般鲁棒控制器下的镇定效

果比较。
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图 ５　 不同控制器作用下的状态 ｘ１ 响应曲线

Ｆｉｇ ５　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｘ１ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

由图 ３～图 ５可以看出，当存在控制器增益摄动

时，非脆弱控制器 Ｋ１ 与一般控制器 Ｋ２ 相比，系统

状态在控制器 Ｋ１ 的作用下，能够满足一定的性能

指标，且容许控制器增益的摄动；而在 Ｋ２ 的作用下

表现出明显的脆弱性，系统状态振荡较大，收敛

较慢。

５　 结论

本文针对含有飞行时滞的 ＶＴＯＬ直升机系统设

计了鲁棒非脆弱 Ｈ∞控制器。 通过设计 Ｌ⁃Ｋ 泛函并

结合 ＬＭＩ 的方法得到了系统稳定的 ＢＲＬ 条件和非

脆弱控制器。 该控制器无需任何的参数调整和迭

代处理即可求解。 将控制器应用于 ＶＴＯＬ直升机的

飞行过程，仿真过程表明了所设计的控制器相比一

般鲁棒控制器具有更好的镇定性能和非脆弱性。
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