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摘 要:基于半球谐振子的实际加工结构特征,为降低维持半球谐振陀螺振动所需的能量损耗,建
立半球谐振陀螺能量型谐振子数学模型,并研究半球谐振子绕中心轴旋转时环向振型的变化规

律;通过分析半球谐振子顶端角、底端角和壁厚的非理想性对进动因子的影响,确定半球壳体旋转

时应选取的最佳振型与进动因子。采用ANSYS软件构建一系列模型,验证有关理论研究结果。
通过计算仿真分析可知,半球谐振子进动因子对顶端角变化的敏感性远大于对底端角变化的敏感

性,且顶端角变化引起的角速度误差远大于相同底端角变化引起的角速度误差,为半球谐振陀螺

的谐振子加工研制提供了理论依据。
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Abstract:Basedontheactualprocessingstructurecharacteristicsofhemisphericalresonator,and
toreducethelossoftheenergyneededformaintaininghemisphericgyrovibration,themathemati-
calmodelofenergytyperesonatorisestablishedtoinvestigatethechangingruleofthecircumfer-
encevibratingwhenthehemisphericalresonatorisrotatingaboutthecentralaxis.Inthepaper,

theinfluenceonprecessionfactorbroughtbythetopangle,thebottomangleandwallunevenness
ofhemisphericalresonatorisanalyzed,andthebestvibratingmodeandprocessionfactor,when
thehemisphericalshellrotates,areselected.Aseriesofhemisphericalresonatormodelsareestab-
lishedwiththesoftwareANSYStoprovetheresultsoftheoreticalresearch.Thesimulationresults
showthatprecessionfactorofhemisphericalresonatorismoresensitivetothechangeofthetop
anglethantothatofthebottomangle,andtheerrorofangularvelocitycausedbythechangeof
thetopangleismuchlargerthanthatcausedbythechangeofthebottomangle.
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0 引言

半球谐振陀螺(HemisphericalResonatorGyro,

HRG)是一种具有高精度、高可靠性、抗冲击、不需

预热、启动时间短、寿命长等突出优点的新型陀螺,
是利用球壳径向振动产生的驻波沿环向进动敏感

基座旋转的振动陀螺,其以可扩展空间惯性参考系

统(ScalableSpaceInertialReferenceUnit,SSIRU)
为基础,在高精度惯性传感器领域具有广阔的应用

前景[1-3]。

HRG主要敏感部件是具有超低阻尼的半球谐

振子,也正是因为半球谐振子的优越性能,HRG广

泛应用于海陆空天电等技术领域。本文围绕半球

谐振子成型工艺、性能指标和最终用户要求,对半

球陀螺谐振子环向振型进动特性进行分析,建立半

球陀螺能量型谐振子数学模型,确定半球壳体旋转

时应选取的最佳振型与进动因子,为后续大批量、
低成本可行的成型工艺路线提供理论研究基础,以
加快HRG的研制及其应用进程。

1 半球谐振子运动方程

半球谐振子由薄壁半球壳体与支撑杆两部分

构成。薄壁半球壳体使谐振腔材料对弯曲能量储

存达到最大值,支撑杆通过铟焊方式固定,起到约

束和支撑谐振子的作用,同时还进行电信号的传

递。本文在半球谐振子基希霍夫-李雅夫数学模型

的基础上,讨论了基于能量守恒原理的能量型半球

谐振子数学模型,而且谐振频率和进动因子的具体

表达式也是基于能量守恒原理给出。在采用能量

型谐振子数学模型分析谐振子振动特性的同时,还
分析了谐振子底端角φ0、顶端角φF 和壁厚h(φ)的

非理想性等因工艺缺陷引起半球谐振子参数对进

动因子的影响。
半球谐振子坐标示意图如图1所示[4-5]。
图1中,x 轴为谐振子中心轴;R 和h(φ)分别

为谐振子半球壳的中面半径和壁厚;φ0 为谐振子底

端角,是谐振子约束端与中心轴的夹角,其大小由

图1 半球谐振子坐标示意图

Fig.1 Thecoordinatesofhemisphericalresonator

谐振子支撑杆半径与半球壳半径比值决定;φF为谐

振子顶端角,为谐振子自由端与中心轴的夹角,在
没有任何约束的情况下,φ0=0°,φF=90°。

壳体上A 点的位移矢量为

V=au+bv+cw
其中,u、v、w 分别为壳体母线、切线和径向的

位移分量,a、b、c分别为相应的动矢量。
半球谐振子形变和应力受薄壳弹性力学约束,

假设当半球谐振子在惯性空间以角速度Ω =Ωx +
Ωyz 旋转时,依据参考文献[10],旋转空间的半球谐

振子振型可以表示为

u(φ,θ,t)=u(φ)cosn(θ+ψ)cosωnt
v(φ,θ,t)=v(φ)sinn(θ+ψ)cosωnt
w(φ,θ,t)=w(φ)cosn(θ+ψ)cosωnt
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(1)

ψ=∫
t

t0
Pdt=K∫

t

t0
Ωdt

其中,u(φ)、v(φ)、w(φ)分别为沿各向分布的

振型,ψ 为振型进动角,n 为环向波数,ωn 为谐振频

率,K 为进动因子。
由弹性薄壳理论可知,半球谐振子的弹性势

能为

U=
E

2(1-μ2)∫S
ε2θ +ε2φ +2μεθεφ +

1-μ
2 ε2φθ +

é

ë
êê

h2(φ)
12

(λ2θ +λ2φ +2μλθλφ +
1-μ
2 λ2φθ)

ù

û
úúh(φ)dS

(2)
式中,E 为弹性模量,μ 为材料的泊松比。
半球壳中,式(2)中可拉伸半球薄壳的中面应

变和中面弯曲变形分别为
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  在实际系统中,半球壳顶端自由,底端受到约

束并处于微幅振动状态,因此半球壳体满足中面不

扩张理论,即中面法向应变和切向应变为0,则振型

u(φ)、v(φ)、w(φ)有如下关系

w(φ)=-
du(φ)
dφ

nv(φ)+u(φ)cosφ-
du(φ)
dφ

sinφ=0

nu(φ)+v(φ)cosφ-
dv(φ)
dφ

sinφ=0
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(4)

因底端约束边界条件

u(φ0)=v(φ0)=w(φ0)=0
可得

u(φ)=v(φ)=C1sinφtannφ
2

w(φ)=-C1(n+cosφ)tannφ
2
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(5)

其中,C1 为一待定常数,由振动的初始激励条

件确定[6-9]。

2 半球陀螺谐振子的进动特性

2.1 HRG的工作原理

HRG基于科氏效应原理对输入的角速度或者角

度进行测量。当HRG不旋转时,波腹点和波节点的

位置相对于半球壳是静止状态,对谐振子施加外部激

振,使谐振子的能量在不同模态之间转换,形成稳定

振形。当HRG旋转时,陀螺内稳定振动的谐振子振

形会滞后于陀螺本体的物理旋转,其滞后量约为旋转

角度的30%,其工作原理如图2所示。

图2 谐振子角度滞后原理示意图

Fig.2 Theangularhysteresisprincipleof

hemisphericalresonator

2.2 半球谐振子的谐振频率

在研究半球谐振子的谐振频率时,除考虑作用

在半球谐振子体积元上的惯性力之外,还需要考虑

作用在谐振子表面边缘的外力。
设弹性力做的虚功为δWK,角速度Ω 引起的外

力做的虚功为δWe,振动惯性力做的虚功为δT。
依据参考文献[10],在位移V下,可得振动惯性

力F 所做虚功为

δT=∫VdF=ρπR2e2iωnt∫
φF

φ0
(n2P2+ω2)(sin2φ+

2ncosφ+n2+1)tan2n φ
2
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因旋 转 惯 性 力 在 引 起 旋 转 加 速 度 a(Ω)=
a(Ωx)+a(Ωyz),需要考虑角速度Ω 引起的外力,
依据参考文献[10],可得旋转惯性力所做虚功为

δWe=ρπR2e2iωnt∫
φF
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  壳体弹性势能由弹性力产生,弹性力所做虚

功为

δWK=δ(-U)
依据参考文献[10],可得弹性力所作虚功为

δWK= -πe2iωnt∫
φF

φ0

E
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  根据虚位移原理,保持静止的条件是虚位移所

做的功总和为0,可得

δT+δWe+δWK=0
由此可得半球谐振子的谐振频率为

ωn =
k0
km

(6)

其中

km =∫
φF

φ0
(sin2φ+2ncosφ+n2+1)tan2n φ
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2.3 半球谐振子振型的进动因子

当谐振子在惯性空间以角速度 Ω 旋转时,此
时,环向振型则以P=KΩx 的速率沿Ωx 的反向转

过ψ 角[11-12]。
半球谐振子壳体任一点处惯性力为

F=F0+F(Ωx)+F(Ωyz)
其中:F0、F(Ωx)和F(Ωyz)分别为半球谐振

子不旋转时的惯性力,在虚位移下所做的虚功为

δT=δT0+δT(Ωx)+δT(Ωyz)+
δT(Ω)-δW(Ω)

其中

δT0=ω2πρcos2ωt∫
φF

φ0
[u(φ)δu+v(φ)δv+

w(φ)δw]Rh(φ)dφ

δT(Ωx)=n2P2πρcos2ωt∫
φF

φ0
[u(φ)δu+v(φ)δv+

w(φ)δw]Rh(φ)dφ+2πρnPΩxcos2ωt·

∫
φF

φ0
[cosφv(φ)δu+cosφu(φ)δv+

sinφv(φ)δw+sinφw(φ)δv]Rh(φ)dφ

δT(Ωyz)=0
δW(Ω)为由Ω 引起的初始弹性力所做虚功,

即δWK0,于是由虚位移原理可得

δT+δWK0=0
即

δWK0-δWK(Ω)+δT0+δT(Ω)=0
在半球谐振子振动模态中,δWK0-δWK(Ω)为

模态弹性力的虚功,δT0 为该模态下弹性力所做虚

功。当谐振子在惯性空间以角速度Ω=Ωx+Ωyz 旋

转时,其沿Ωx 的旋转为主振动,根据主振动能量保

持不变、主振动动能与势能之和保持不变的原理可

知,当半球谐振子壳体发生转动时,可得

δT(Ωx)=0
设

G1=∫
φF

φ0
[cosφv(φ)δu+cosφu(φ)δv+

sinφv(φ)δw+sinφw(φ)δv]Rh(φ)dφ

G2=∫
φF

φ0
[u(φ)δu+v(φ)δv+w(φ)δw]R2h(φ)dφ

可得

nPG1+2G2Ωx =0
整理可得进动因子

K =
P
Ωx

=-
2
n

G2

G1
(7)

其中,G1 和G2 只与振型以及谐振子的约束关

系和壳体的几何特性有关,也反映了壳体上产生的

哥氏效应和惯性力的大小。

3 谐振子参数误差对陀螺性能的影响

本文针对某型高精度半球陀螺谐振子成型技术

研究要求:设计球半径为15mm,为保证谐振频率的
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稳定性,球壳半径误差不大于0.014%,约为2μm;谐
振子壁厚0.6mm,壁厚误差不大于0.067%,约为

0.402μm;球壳球度不大于0.0003mm;支撑杆半径

2mm,支撑杆误差不大于0.13%,约为7.8μm;由支

撑杆半径和半球壳半径的比值可得底端角φ0=
7.3°;顶端角与底端角精度不大于0.01°;支撑杆与

半球同轴度不大于0.0015mm,品质因数Q 值不小

于1×107。

3.1 最佳环向波数

采用式(6)与式(7)对半球谐振子的谐振频率

和进动因子进行计算,如表1所示。

表1 半球谐振频率与进动因子

Tab.1 Theresonantfrequencyandprecessionfactor

ofhemisphericalresonator

n=2 n=3 n=4 n=5

ωn/Hz 905 2804 5620 9307

K
φ0=0° -0.2978239 -0.0659867-0.0231877-0.0102203

φ0=7.3° -0.2981762-0.0659901-0.0231877-0.0102203

随着半球谐振子环向波数n 的增加,半球谐振

子振型越来越复杂,维持谐振子振动的能量持续增

加,谐振频率也越来越高。而半球谐振子的进动因

子随环向波数n单调减小,振型的进动特性减弱,检
测灵敏度降低。

从半球谐振子能量损耗的角度考虑,希望维持半

球谐振子振型所需能量越少越好,而且,振型的复杂

变化不利于半球谐振子的激振和信号检测与控制。
综合考虑HRG工程应用要求和振动实现条件,半球

谐振子振型选取最佳环向波数为n=2,此时K ≈
0.3。本文后续分析采用环向波数为n=2。

3.2 顶端角与底端角对进动因子的影响

为便于分析,设半球谐振子进动因子K 的变化

率为

σK=ΔK/K0

其中,K0 是谐振子结构参数满足设计要求(φ0=
7.3°、φF=90°)时的进动因子,ΔK 是进动因子变

化量[13-14]。
进动因子K 的具体表达式如下

K = -
2
n

∫
φF

φ0
4sin2φcosφtann φ

2
h(φ)dφ

∫
φF

φ0
(n2+2ncosφ+cos2φ-3sin2φ)tann φ

2
h(φ)dφ

(8)

当振型环向波数为2时,谐振子顶端角φF、φ0

与K 的关系如图3和图4所示。

图3 φF 与K 关系图(φ0=7.3°)

Fig.3 TherelationshipbetweenφFandK(φ0=7.3°)

图4 φ0 与K 关系图(φF=90°)

Fig.4 Therelationshipbetweenφ0andK(φF=90°)

由图3和图4可知:
当谐振子结构参数满足设计要求时,即φ0 =

7.3°,φF=90°,理想进动因子K0=-0.2981762;当

φ0 变化区间为[7°,8°]时,其σK 的变化区间为[-
0.0139%,0.00037%],即进动因子 K 对底端角φ0

变化不敏感;而当φF变化区间为[89°,91°]时,其σK

的变化区间为[1.2425%,-1.4761%],即进动因

子K 对顶端角φF 变化相对敏感。
设计指标中要求半球谐振子顶端角精度不大

于0.01°。
当Δφ0=0.01°时,ΔK=1.2×10-6,如果输入

角速度是1(°)/s,则由 ΔK 引起的角速度误差是

ΔΩ=0.00432(°)/h。
当ΔφF=0.01°时,ΔK=4×10-5,如果输入角

速度是1(°)/s,则由ΔK 引起的角速度误差是ΔΩ=
0.144(°)/h。

由此可知,Δφ0 引起的角速度误差远远小于相

同的ΔφF 引起的角速度误差。
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3.3 壁厚不均匀对进动因子的影响

加工高精度球壳结构半球谐振子是半球谐振

陀螺的技术核心,参考国内外半球谐振子超精密加

工技术的研究成果和经验,结合熔融石英玻璃在加

工中存在的技术瓶颈,针对半球谐振子的材料和结

构特点,充分考虑熔融石英玻璃的加工性能,进行

加工性能研究。
对于环向波数固定的振型,由于加工造成的壁

厚不均匀会引起谐振频率变化,同时也会对进动因

子产生影响,其影响主要分为以下两种情况:

1)谐振子底部壁厚增加,此时谐振子壁厚变化

规律函数如下

h(φ)=h(1+αcosφ)

2)谐振子顶部壁厚增加,此时谐振子壁厚变化

规律函数如下

h(φ)=h(1+αsinφ)
其中,半球谐振子的球心角φ的变化为0°≤φ≤

90°,α是壁厚变化因子。
当振型环向波数为2时,谐振子底部与顶部壁

厚增加时K 的变化如图5和图6所示。

图5 底部壁厚增加时的进动因子

Fig.5 Theprecessionfactorwithincreasing
ofbottomwallthickness

图6 顶部壁厚增加时的进动因子

Fig.6 Theprecessionfactorwithincreasingoftopwallthickness

由图5和图6可知,半球谐振子底部壁厚增加

使进动因子K 的绝对值减小,当α 变化区间为[0,

0.25]时,其σK 的 变 化 区 间 为[-0.012308%,

-1.1021%];半球谐振子顶部壁厚增加使进动因

子K 的绝对值增加,当α 变化区间为[0,0.25]时,
其σK 的变化区间为[0.0126435%,1.0503186%]。

4 仿真设计

4.1 半球谐振子有限元分析

有限元分析是利用数学近似方法对真实物理

系统进行模拟仿真分析。半球谐振子旋转引起的

特性变化会影响 HRG的工作性能,尤其是半球谐

振子结构是影响半球谐振子振动特性的关键因素,
因此必须对半球谐振子振动特性以及影响半球谐

振子振动特性的因素进行分析。本文采用有限元

计算方法对半球谐振子模态进行分析,最终识别半

球谐振子的模态参数,为其振动特性分析、振动故

障诊断和预报以及结构动力特性优化设计提供

依据。
假定半球谐振子在没有旋转的自由状态下作

有阻尼或无阻尼振动,此时多自由度运动的微分方

程表示为

M̈x(t)+Ċx(t)+Kx(t)=Q(t) (9)
其中,̈x(t)为加速度向量,̇x(t)为速度向量,

x(t)为位移向量,Q(t)为半球谐振子结点载荷向

量。M、C和K 分别是半球谐振子的质量矩阵、阻尼

矩阵和刚度矩阵[15]。
将式(9)时间域方程变换到拉氏域复变量p,并

假设初始位移和初始速度为0,则得到拉氏域方程

Mp2+Cp+K=Q(p) (10)
经过变换可得传递函数

H(p)=
1/M

p2+(K/M)p+(K/M)
(11)

它的根即是极点

λ1,2= -(C/(2M))± (C/(2M))2-(K/M)(12)

定义固有频率为:ωn = K/M 。
假设半球谐振子在一个振荡周期内能量损失

非常微小,为便于分析,近似忽略施加在半球谐振

子上的阻尼影响,此时,微分方程简化为

M̈x(t)+Kx(t)=Q(t) (13)
当半球谐振子的结点载荷向量为0时,则微分

方程进一步简化为

M̈x(t)+Kx(t)=0 (14)
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式(14)为半球谐振子的自由振动方程,又称为

动力特性方程,由此方程可以解出半球谐振子的固

有频率和固有振型。

4.2 半球谐振子有限元仿真

对于高品质半球谐振子,一方面要保证谐振频

率稳定性,另一方面还要保证振型稳定性。目前,
半球谐振子的理想材料为熔融石英玻璃。采用这

种材料的半球谐振子具有稳定的振动频率、短延迟

时间、高机械稳定性、低热膨胀率和较大的内应力。
采用熔融石英玻璃制造的半球谐振子能够在较大

的温度范围内工作,降低维持陀螺振动所需的能量

损耗。在制造加工过程中,半球谐振子的倾斜、旋
转以及支撑杆的变形和振动都是对陀螺正常工作

极其有害的,因此应尽量避免。
半球谐振子要求熔融石英玻璃具有各向同性

和高的品质因数,要求温度系数小且系数稳定。通

常弹性模量E=7.67×1010Pa,泊松比μ=0.17,密
度ρ=2500kg/m3。本文 HRG工作时的边界约束

为底端固定,顶端自由,仿真中采用的具体方法是

在ANSYS中对支杆底端面的所有自由度均进行限

制,半球谐振子及以下部分采用自由状态。
为减少半球谐振子建模的工作量,在建立模型

时采用 AUTOCAD 进行静态模型建立,再导入

ANSYS中,最终映射网格划分。半球谐振子模型

与网格划分如图7(a)与图7(b)所示。

(a)

  
(b)

图7 半球谐振子模型与网格划分

Fig.7 Thegridandmodelofhemisphericalresonator

半球谐振子中间支杆底端固定情况下,对半球谐

振子施加力,仿真结果中半球谐振子与下半段支杆的

颜色发生改变,也即发生了变形。从谐振子总变形平

视图中可以发现,半球谐振子与杆的变形是越靠近半

球边缘,其变形越大,呈递进趋势。半球谐振子总变

形平视图与底视图如图8(a)与图8(b)所示。
在半球谐振子中间支杆底端固定、顶端自由情况

下,其应力变化是半球谐振子与杆连接处最大,从支

杆向外逐渐减小。应力变化较大的地方为中心杆和

半球谐振子的接触面,且由内向外延伸,并随着半球

谐振子的移动,发生了一定的形变。半球谐振子等效

应力平视图与底视图如图9(a)与图9(b)所示。

(a)

  
(b)

图8 半球谐振子总变形平视图与底视图

Fig.8 Theplanviewandbottomviewoftheoverall

deformationofhemisphericalresonator

(a)

  
(b)

图9 半球谐振子等效应力平视图与底视图

Fig.9 Theplanviewandbottomviewof

hemisphericalresonatorSEQV

5 结论

本文针对 HRG能量型谐振子数学模型,研究

非理想因素对谐振频率和进动因子的影响,以及谐

振子顶端角、底端角和壁厚的非理想性对进动因子

的影响。其中,HRG的进动因子对顶端角变化的

敏感性远大于对底端角变化的敏感性,且顶端角变

化引起的HRG角速度误差远大于相同底端角变化

引起的HRG角速度误差。因此,在实际制造过程

中,对顶端角的制造精度要求远高于对底端角的制

造精度要求。随着半球谐振子壁厚增加,半球谐振

子刚度将随之增加,谐振频率也随之增加,谐振频

率的增加将使半球谐振子不易激振。而且当半球

壳壁厚减少时,由于制造上所造成的非轴对称影响

非常显著,也会导致测量误差增加。因此,在实际

加工制造过程中,壁厚选择需要综合考虑,其加工

制造精度也是精密加工中最难以保证的环节,是半

球谐振子研制的技术瓶颈。
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