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静电负刚度谐振式加速度计的非线性振动特性研究
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摘 要:为了进一步探究微机电系统(MEMS)传感器领域中静电力对非线性振动的影响,以静电负刚

度谐振式加速度计(ENSRA)为研究对象进行动力学建模和实验分析。基于哈密顿原理建立了

ENSRA机电耦合的非线性振动动力学模型,分析了其高阶非线性刚度的来源,并结合实验现象探究

了MEMS传感器中静电力对器件非线性振动的影响,得到了驱动力与静电力对高阶非线性刚度的一

般关系。经过开环扫频实验表明,当驱动力从100mV降低到60mV时,非线性振动优化了49%,当调

谐电压从10V降低到6V时,非线性振动优化了44%,输出非线性降低了将近4个数量级,器件整体

性能大幅提升,有效改善了二阶非线性刚度项导致的谐振器刚度软化和谐振峰的左偏现象。
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NonlinearVibrationCharacteristicsoftheElectrostatic
NegativeStiffnessResonantAccelerometer
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Abstract:Inordertofurtherexploretheinfluenceofelectrostaticforceonnonlinearvibrationin
thefieldofMEMSsensors,thispapertakestheelectrostaticnegativestiffnessresonantaccelerom-
eter(ENSRA)astheresearchobjecttocarryoutdynamicmodelingandexperimentalanalysis.
BasedonHamiltonprinciple,theelectro-mechanicalcouplingnonlinearvibrationdynamicmodelof
ENSRAisestablished,andthesourceofitshigh-ordernonlinearstiffnessisanalyzed.Combined
withexperimentalphenomena,theinfluenceofelectrostaticforceonthenonlinearvibrationof
MEMSsensorisexplored,andthegeneralrelationshipbetweendrivingforceandelectrostatic
forceonthehigh-ordernonlinearstiffnessisobtained.Theopen-loopfrequencysweepexperiment
showsthatwhenthedrivingforceisreducedfrom100mVto60mV,thenonlinearvibrationisop-
timizedby49%,andwhenthetuningvoltageisreducedfrom10Vto6V,thenonlinearvibration
isoptimizedby44%.Theoutputnonlinearityisreducedbynearlyfourordersofmagnitude,and
theoverallperformanceofthedeviceisgreatlyimproved,effectivelyimprovingthestiffnesssof-
teningoftheresonatorandtheleftdeviationoftheresonantpeakcausedbythesecond-ordernon-
linearstiffnessterm.
Keywords:MEMS;Electrostaticnegativestiffness;Hamiltonprinciple;Nonlinearvibration
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0 引言

20世纪70年代,Roylance研究团队发表了有关微

加速度计的文章。时至今日,微机电系统(Micro-Elec-
tro-MechanicalSystem,MEMS)加速度计已经发展了近

半个世纪。随着应用范围的拓宽,MEMS加速度计也

从最早的军事、航空航天领域[1-3],慢慢延伸到了电子

器件、定位导航和医疗设备等领域[4-5]。其中基于静电

负刚度敏感原理的静电负刚度谐振式加速度计(Elec-
trostaticNegativeStiffnessResonantAccelerometer,

ENSRA)受到广泛关注。由于其本质为频率调制的电

容式MEMS加速度计,使得ENSRA一方面避免了

电容式MEMS加速度计因电路噪声导致零偏稳定性

较差的问题,另一方面也规避了振梁式 MEMS加速

度计受残余应力影响而产生谐振频率误差的问题。
在目前已报道的静电负刚度加速度计中,首尔大学研

究团队在2004年报道了一种面内静电负刚度加速度

计,灵敏度为128Hz/g,相对灵敏度为5470×10-6[6];
并在2005年报道了一种面外静电负刚度加速度计,灵
敏度为70Hz/g,相对灵敏度为5833×10-6[7]。2013
年,美国加利福尼亚大学欧文分校A.M.Shkel团队报

道了一种灵敏度为4.4Hz/g 的加速度计,实现了大于

3×105 的品质因数和6μg 的零偏稳定性[8]。除此之

外,中国的清华大学、东南大学和南京理工大学等研

究团队也在此方向做了相关研究[9-10]。随着应用领

域的不断拓宽,对于 MEMS加速度计性能的要求日

益提高,研究者们往往通过加入静电力来软化机械刚

度,从而提高灵敏度等关键指标[11-12]。但是随着静电

力的增大和器件灵敏度的提高,非线性振动效应却愈

加明显,反而制约着整体性能的进一步提升。
本文以ENSRA作为研究对象,探究机电耦合

下敏感结构的动力学振动模型,分析了高阶非线性

刚度的产生原理,并结合实验结果探讨了静电力与

非线性振动的一般关系,最终给出了优化方案。

1 ENSRA非线性振动模型

1.1 静电负刚度的形成及动力学原理

基于静电负刚度调谐的谐振式加速度计其本

质是频率检测的电容式 MEMS加速度计,利用平

板电容产生的静电力作用在敏感结构的质量块上

而产生等效负刚度的原理来改变振动的谐振频率。
不仅如此,ENSRA非线性振动的本质也是平板电

容产生的静电力导致的,所以讨论静电负刚度的原

理及其应用到ENSRA中的影响是至关重要的。
本文研究的基于ENSRA的敏感结构由上、下

2个谐振器组成,如图1[10]所示。

图1 ENSRA敏感结构结构示意图

Fig.1 SchematicdiagramofENSRAsensitivestructure

每个质量块由4个U型梁和锚点相连接,同一

个谐振器的2个质量块由4个L型梁相连。每一个

质量块内部分为三部分,分别是差分梳齿驱动电

容、静电调谐的变间距平板电容和差分梳齿检测电

容,质量块中间黑色部分为固定极板。静电调谐的

变间距平板电容中,大间距为d1,小间距为d2,上

下2个谐振器平板电容所放置的位置相反。也就是

说,当外界输入加速度时,整个敏感结构的质量块

向一个方向移动,但是一个谐振器的平板电容极板

间距变大,另一个极板间距变小,使得上下2个谐振

器的谐振频率一个变大一个变小,最后通过频差计

算较精确的谐振频率。
在ENSRA工作时,敏感结构中差分梳齿驱动

电容决定了每个谐振器的工作模态,分别有同向工

作模态和反向工作模态,图2所示为一个谐振器在

ANSYS下的模态仿真。其中,反向工作模态是运

行模态,当外界输入加速度时,每个谐振器的2个质

量块沿中线镜像反方向振动,在此工作模态下,通
过电路设计达到谐振频率下的稳定状态;同向工作

模态为检测模态,当敏感结构稳定时,改变差分梳

齿驱动电容的电压,使得2个质量块同向振动,再由

差分梳齿检测电容检测谐振器的谐振频率。

1.2 非线性模型的推导

本文研究的是运行模态下的非线性振动问题,
因此对该加速度计在反向工作模态下的敏感结构

进行理论分析与仿真验证。由于上下谐振器不同

的谐振频率变化对非线性的研究没有影响,因此选
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图2 ANSYS下的同向工作模态和反向工作模态仿真

Fig.2 Simulationofthesameandreverse

workingmodesunderANSYS

取敏感结构的一个谐振器作为研究对象。
在反向工作模态中,2个质量块在每一时刻的

移动位移相反,在连接L型梁的对称面保持静止,
使得整个谐振器的谐振频率和其中单个质量块的

谐振频率相同,等效质量是单个质量块的2倍,等效

刚度也是单个质量块的2倍。因此,对于非线性模

型的建立,选取其中二分之一谐振器作为研究对象。

1.2.1 谐振器等效模型受力分析

以单个谐振器的二分之一为研究对象,由于质

量块本身变形非常小近似刚体,一端由4个U型梁

并联成等效刚度为 KU 的弹性约束,另一端与2个

L型梁相连。在反向工作模态中,L型梁可近似看

成一端固定,另一端与质量块相连,因此可等效成

一个谐振梁,如图3(a)所示。当敏感结构处于工作

模态时,质量块受到变间距平板电容的静电力,可
建立修正后的谐振梁力学模型,如图3(b)所示。

(a)ENSRA单个谐振器等效力学模型图

(b)ENSRA单个谐振器受力分析图

图3 谐振梁的等效力学模型及受力图

Fig.3 Equivalentmechanicalmodeland

stressdiagramofresonantbeam

根据图3所示,作如下定义:

1)敏感结构的材料密度为ρ,厚度为b,谐振梁

长度为L,宽度为h,横截面积为A =bh,面内弯曲

的惯性矩为I=bh3/12;

2)变间距平板电容的静电力为P(x,t),其中

P(x,t)x≠
L
2=0;

3)谐振梁振动的轴向位移为ux(x,t),横向位

移为uy(x,t);

4)任取一微段dx,其受到轴向力F(x,t)、剪切

力T(x,t)和弯矩M(x,t)。
由此可见,分析谐振器受力的关键在于静电力

P、轴向力F、剪切力T 和弯矩M。
首先讨论L型梁的轴向力、剪切力和弯矩,设

L 型谐振梁在上述作用下的弯曲应变为γ,则可得

γ=
∂2uy

∂x2 =
M(x,t)

EI
(1)

同理可设L型谐振梁的轴向应变为η,可得

η=
∂ux

∂x +
1
2
∂uy

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
F(x,t)
EA

(2)

通过化简式(1)和式(2),可求解L型谐振梁所

受的弯矩和轴向力为

M(x,t)=EI
∂2uy

∂x2
(3)

F(x,t)=EA
∂ux

∂x +
1
2
∂uy

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú (4)

根据L型谐振梁的振动特性,可以将轴向力

F(x,t)视作仅与时间有关的函数而忽略随空间的变

化,即F(x,t)=F(t)。将式(4)从0到L积分,并且

添加边界条件ux(0,t)=ux(L,t)=0,则可得到

F(t)=
EA
L∫

L

0

1
2
∂uy

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dx (5)

1.2.2 变间距平板电容静电力P 求解

如图1所示,对其中谐振器的二分之一进行计

算,静电调谐的平板电容采用变间距电容检测方

式,其电容可以表示为

Ce=εbNele
1

(d1+x)+
1

(d2-x)
é

ë
êê

ù

û
úú (6)

式中,ε为真空介电常数;b为变间距平板电容

宽度即敏感结构厚度;Ne 为变间距平板电容个数;

le 为变间距平板电容两极板重合面长度;d1 为变间

距平板电容大间距,d2 为变间距平板电容小间距;x
为变间距平板电容移动极板位移即敏感结构位移。

可得变间距平板电容产生的静电力为

P=
1
2
∂Ce

∂xV2
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=
1
2εbNeleV2 1

(d2-x)2-
1

(d1+x)2
é

ë
êê

ù

û
úú (7)

式中,V 为两极板之间的电压差。
式(7)在图3中,其移动极板位移可表示为

x=uy
L
2
,tæ

è
ç

ö

ø
÷ (8)

则有

 P =Ge
1

d2-uy
L
2
,tæ

è
ç

ö

ø
÷
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÷
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2
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(9)

其中,Ge=
1
2εbNeleV2。 对其进行泰勒展开

并省略高阶项可得

P=Ge
1
d2
2
-
1
d2
1

æ

è
ç

ö

ø
÷+

2
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2
+
2
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1
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1.2.3 机电耦合的非线性动力学方程

哈密顿原理(HamiltonPrinciple)又称最小作

用原理,通常用来建立连续质量分布和连续刚度分

布系统(弹性系统)的动力学模型。设系统动能为

KT,系统势能为U,系统所耗散的能量为Wc,则有

耗散系统的广义哈密顿原理可表示为

H(t)=∫
t

0
(KT-U+Wc)dt (11)

根据1.2.1节分析的该敏感结构中L型谐振

梁单自由度振动的力学模型可得,该系统的动能为

KT=KL梁 +KM

=
1
2∫

L

0
ρA
duy

dt
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dx+
1
2Mreff

duy

dt
L
2
,tæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

2

(12)

系统势能包括L型谐振梁的轴向应变能、弯曲

应变能、U型梁弹性势能和变间距平板电容产生的

静电势能,结合式(3)与式(5),可推导L型谐振梁

的势能为

U=Ubend+Uaxial+UK+Ue

=
1
2∫

L

0
EIγ2dx+∫

L

0
F(t)dΔ+

1
2KUu2

y
L
2
,tæ

è
ç

ö

ø
÷×

4+∫
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0
-Pdy

=
1
2∫

L
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dx+
1
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L
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系统所消耗的能量可以表示为

 Wc=
1
2∫

∂uy(
L
2
,t)

∂t

0 c
∂uy

L
2
,tæ

è
ç

ö

ø
÷

∂t

é
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ê
ê
ê
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L
2
,tæ

è
ç
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ø
÷ (14)

根据1.2.1节可知,外界对L型谐振梁的力为

P L
2
,tæ

è
ç

ö

ø
÷ ,仅与时间有关而与空间无关。因此,该

梁的单自由度振动的偏微分方程的解uy(x,t)对

空间和时间也是分离的,可令

uy(x,t)=∑
i
Φi(x)qi(t) (15)

式中,Фi 代表双端固支梁在第i阶模态下的振

型;qi 为广义坐标,代表在第i阶振动模态下谐振梁

随时间变化的位移。
对于本文研究的L型谐振梁,将围绕一阶模态

进行研究,其振动模态如图4所示。

图4 双端固支梁一阶模态振型图

Fig.4 Diagramofdoubleendfixedbeamin

first-ordermode

其对应的振型方程为

Φ1(x)=C1[coshβ1x-cosβ1x+
α(sinhβ1x-sinβ1x)] (16)

式 中,C1 为 振 型 方 程 式 的 常 系 数,α =

-
sinhβ1L+sinβ1L
coshβ1L-cosβ1L

,β1L=4.73,令一阶振型中

Φ1
L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,可得:C1=

1
1.58815

,则有下文中与该一

阶振型相关的计算结果如表1所示。

表1 双端固支谐振梁一阶模态各项参数计算

Tab.1 Calculationoffirst-ordermodalparametersof
doubleendfixedsupportedresonantbeam

参数表达式 ∫L
0Φ

2
1dx ∫L

0̇Φ
2
1dx ∫L

0̈Φ
2
1dx Mreff/kg

一阶模态 6.6×10-4 2920 4.2×1010 3×10-7

将上述能量式代入有耗散系统的广义哈密顿

原理方程中,通过变分的方式,利用哈密顿原理得

到广义拉格朗日方程

d
dt
∂KT

∂qi

æ

è
ç

ö

ø
÷-
∂KT

∂qi
+
∂U
∂qi

+
∂Wc

∂̇qi
=0 (17)

将式(15)代入上述能量式进行变量分离,只考

虑一阶振型,共同代入式(17),在不考虑驱动力的
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情况下,得到L型谐振梁横向振动的运动微分方程

ρA∫
L

0
Φ2
1dx+MreffΦ2

1
L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú̈q+ċq+

é

ë

ê
êEI∫

L

0
Φ̈2
1dx+

 4KU·Φ2
1

L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
úq+

EA
L
(∫

L

0
Φ̇2
1dx)

2é

ë
êê

ù

û
úúq3-

 Ge

Φ1
L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

d2-Φ1
L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷q

æ

è
ç

ö

ø
÷

2-
Φ1

L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

d1+Φ1
L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷q

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

=0

(18)
将静电项泰勒展开,并省略高阶项得

ρA∫
L

0
Φ2
1dx+MreffΦ2

1
L
2
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è
ç

ö

ø
÷
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êê
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û
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2
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d52
+
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L
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d51
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÷
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q3 =Ge

1
d22

-
1
d21

æ

è
ç

ö

ø
÷ (19)

由此,可以对L型谐振梁建立机电耦合的非线

性动力学方程

Meff̈q+ċq+K1q+K2q2+K3q3=Ce (20)

代入Φ1
L
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=1后,可得

Meff=ρA∫
L

0
Φ2
1dx+Mreff (21)

K1=EI∫
L

0
Φ̈2
1dx+4KU-Ge

2
d3
2
+
2
d3
1

æ

è
ç

ö

ø
÷ (22)

K2=-Ge
3
d4
2
-
3
d4
1

é

ë
êê

ù

û
úú (23)

K3=
EA
L
(∫

L

0
Φ̇2
1dx)

2

-Ge
2
d5
2
+
2
d5
1

æ

è
ç

ö

ø
÷ (24)

Ce=Ge
1
d2
2
-
1
d2
1

æ

è
ç

ö

ø
÷ (25)

该机电耦合模型中,K1 为一阶刚度项,包含机

械刚度和静电力产生的静电负刚度;K2为二阶刚度

项,是由静电力产生的非线性负刚度项;K3 为三阶

刚度项,是由L型梁轴向应变与静电力产生的三阶

非线性刚 度 项,其 中 轴 向 应 变 为 主 要 因 素 占 比

95.3%;Ce 为静电力产生的恒力。
由此可见,静电力的引入对于ENSRA来说,不

仅提供了敏感加速度的静电负刚度,还产生了二阶

和三阶的高阶非线性刚度项,对驱动力产生一个直

流偏量,使得整个敏感结构处于非线性振动状态,
对后续器件的检测性能产生影响。

前文中涉及的关键结构尺寸如表2所示。

表2 ENSRA关键结构尺寸

Tab.2 KeystructuraldimensionsofENSRA

定义 参数符号 数值 单位

密度 ρ 2330 kg/m3

结构厚度 b 80 μm
杨氏模量 E 169 GPa

L型梁长度 L 1413 μm

L型梁宽度 h 15 μm
平板电容个数 Ne 24 个

极板重合长度 le 745 μm
平板电容大间距 d1 10 μm
平板电容小间距 d2 6 μm

2 实验结果

2.1 静电力对非线性振动的影响

由第1节的非线性动力学模型可知,除了L型

梁轴向应变带来的部分三阶非线性刚度项之外,静
电力的引入对结构的非线性振动起着决定性作用。
在开环测试下,扫频结果和不同加速度下输出频差

的关系如图5所示。

(a)ENSRA单个谐振器正反扫频实验结果

(b)0~10g下ENSRA差分输出结果

图5 非线性振动试验现象

Fig.5 Phenomenonofnonlinearvibrationtest

一方面,高阶非线性刚度项的引入使得扫频谐振

峰发生左偏现象,导致谐振器频率的减小,等效为刚
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度软化,在器件处于低阻尼高Q值的情况下,其幅频

响应曲线存在双稳态区域,谐振峰发生左偏,导致同

一个谐振频率对应多个振幅出现多值共振情况,这种

现象可划分出稳态区域和非稳态区域,曲线在峰值会

发生跳变现象,对后续闭环电路锁定谐振频率带来困

难,从而影响加速度计的正常工作;另一方面,与梳齿

电容不同的是,变间距平板电容改变静电力的本质是

两极板间距的变化,这种方式使得平行极板的吸附效

应大大增加,因此随着输入加速度的增大,敏感结构

内可移动极板向固定极板不断靠近,两极板之间的吸

附效应不断上升,使得输入输出存在非线性关系,一
定程度上制约了量程的设置。

2.2 非线性振动优化方案及实验验证

2.2.1 高阶非线性刚度项优化

由式(19)可知,影响高阶非线性刚度项 K2 和

K3 的关键因素为静电力、L型梁轴向应变和振动幅

值,这里将多值共振区大小作为衡量非线性振动程

度的指标。驱动电压决定着振动幅值的大小,当驱

动力较小,振动幅值q 与极板间距d1、d2 相差1个

数量级以上时,在非线性振动方程中高阶项可以近

似被省略,所带来的非线性效应相对较小;但当驱

动力增大到一定程度时,振动幅值q 与极板间距

d1、d2 处于同一个量级,高阶项无法被忽视,非线性

效应明显。而静电力的大小影响着高阶非线性刚

度项,因此可通过调节驱动电压和调谐电压来一定

程度上抑制非线性振动。
如图6(a)所示,随着驱动电压的减小,振动幅

值相应减小,使得相较于极板间距来说,振动幅值

可以忽略;高阶非线性刚度项影响因子变小,导致

双稳态区域减小,多值共振区从3.84Hz降低到

1.95Hz,非线性振动优化了49%。因此,通过减小

驱动力的优化方案以降低幅值从而缩小多值共振

区,达到优化非线性的目的。
图6(b)中,调谐电压的降低表示静电力的减小,

导致以静电力为主要影响变量的高阶非线性刚度项

K2 减小而K3 相对增大,整体振动非线性降低,谐振

峰左偏程度减小,双稳态区域明显缩小,多值共振区

从3.84Hz降低到2.12Hz,非线性振动优化了44%。
这一方面证明了调节静电力方案的可行性,从根本上

降低了二阶非线性刚度项,使得整体非线性振动效应

降低;另一方面可以看出,谐振峰的左偏现象受二阶

非线性刚度项的影响,二阶非线性刚度项的减小有效

优化了谐振器等效刚度的软化现象。

(a)不同驱动电压下ENSRA扫频结果

(b)不同调谐电压下ENSRA扫频结果

图6 高阶非线性刚度优化实验图

Fig.6 Experimentaldiagramofhighorder

nonlinearstiffnessoptimization

2.2.2 吸附效应优化

平板电容最主要的特性在于当两极板电压差

保持不变时,随着两极板间距的变化,其两端的电

容也会发生变化,导致产生的静电力发生变化。但

是这种变化存在一个临界值,静电力过大会使得敏

感结构提前到达临界值。
由式(9)可知,决定变间距平板电容静电力大

小的因素有调谐电压、极板间距和极板重合面积。
实验通过控制调谐电压大小,改变敏感结构调谐部

分产生的静电力,观察输入输出非线性变化情况,
如图7所示。通过给变间距平板电容施加不同的调

谐电压(6V,5V,3.9V)以改变两极板的电压差,在
开环的情况下测试其在0~10g 下的输出频差。

图7 不同调谐电压下的加速度-频差曲线图

Fig.7 Accelerationfrequencydifferencecurvesunder

differenttuningvoltages

由图7可以清晰直观地看出,随着调谐电压的减

小,输出频差与输入加速度的线性度越来越高,当调
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谐电压从6V降低到3.9V时,输出非线性从3.4×
106ppm降低到4.95×102ppm,输出非线性优化了将

近4个数量级,因此验证了调整调谐电压优化方案的

可行性。这是由于当调谐电压减小时,两极板的电压

差减小,在两极板间距相同的情况下静电力减小,即
在相同加速度输入的情况下,调谐电压较小的平板电

容可移动极板的位移较小,因此可以通过延长平板电

容吸附效应的临界点,使得ENSRA的量程增长。

3 结论

本文以ENSRA作为研究对象进行动力学建模

和实验分析,通过分析其高阶非线性刚度的来源可

知,影响非线性效应的主要因素为静电力和驱动

力。经过开环扫频实验可得以下结论:

1)驱动力从100mV降低到60mV,非线性振动

优化了49%,调谐电压从10V降低到6V,非线性振

动优化了44%,输出非线性降低了将近4个数量

级,器件整体性能大幅提升。

2)通过调节调谐电压发现,二阶非线性刚度项

使得谐振器刚度软化,导致谐振峰的左偏现象,而
降低静电力可有效减小二阶非线性刚度项,并改善

谐振器刚度软化导致的谐振峰左偏现象。

3)然而降低驱动和调谐电压不可避免地导致

系统灵敏度下降、信噪比降低,对系统的部分性能

造成负优化,因此需权衡各项性能指标,找到最优

驱动电压和调谐电压值。
本文针对ENSRA非线性振动特性的研究,对

后续研究静电力在 MEMS传感器领域的应用以及

ENSRA非线性效应优化提供了理论指导。
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