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摘 要:环形谐振子理论是谐振陀螺研究领域的重要内容,然而在目前经典环形谐振子理论中,仍
存在很多问题尚未解决,例如:挠度控制方程不能精确求解环形结构的弯曲问题,获得的二阶弯曲

角频率及进动系数理论解不能充分反映出其随尺寸参数(如高度h、曲率半径r 等)变化的影响规

律等。为了克服上述不足,从环形结构理论的基本假设和基本条件出发,基于环形结构的线性位

移模式假设、虚功原理和哈密顿原理,建立新的环形谐振子理论,包括广义本构关系、平衡方程和

边界条件等,获得环形结构静态弯曲问题的解析求解方法和动态问题的理论解。最后,针对典型

的环形结构静、动态问题,通过与其他理论结果进行对比,验证了理论和求解方法的正确性。工作

表明,进动系数不是恒定的,其值会随着结构尺寸的不同在0.4附近很小范围内发生变化。
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Abstract:Thetheoryofring-shapedharmonicoscillatorsisanimportantpartfortheresearchon
resonantgyroscopes.However,asforthecurrentclassicaltheory,therearestillmanydefects,

forexample,thedeflectiongoverningequationcannotaccuratelyhandlebendingproblems,andso-
lutionsofthebendingangularfrequencyandprecessioncoefficientcannotreflecttheinfluenceof
structuredimensionparameters(e.g.heighthandcurvatureradiusr).Inordertoovercomethe
aboveshortcomings,thispaperestablishesanewtheoryforring-shapedresonators,includinggen-
eralizedconstitutiverelations,equilibriumequationsandboundaryconditions,basedonthebasic
assumptionsandconditions,thelineardisplacementmode,thevirtualworkprincipleandthe
Hamiltonsprincipleforring-shapedstructures.Andthentheanalyticalsolutionmethodisbuilt
forstaticbendingproblemswhilethetheoreticalsolutionisproposedfordynamicproblems.Final-
ly,asfortypicalstaticanddynamicproblems,thenewtheoryandthesolutionsareverifiedby
comparingtheresultswiththosefromothertheories.Thispaperindicatesthattheprecessionco-
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efficientisnotconstant,whichwillvaryaround0.4withinasmallrangefordifferentstructural
dimensions.
Keywords:Ring-shapedharmonicoscillator;Hamiltonianprinciple;Bendingproblem;Precession
coefficient;Second-orderbendingangularfrequency

0 引言

谐振陀螺又称为固体波动陀螺,是一种利用谐

振子的驻波进动效应测量基座旋转的无转子式陀

螺仪[1]。由于其结构简单、精度高、体积小、能耗

小、工作温度范围大等显著优点,被广泛应用于航

空、航天、航海、地面定位等领域[2-3]。经典的谐振陀

螺主要包括谐振子、基座以及激励组件等部件(有
些也可将基座与激励组件整合在一起),如图1所

示[4]。其中,谐振子是谐振陀螺的敏感部件,也是

谐振陀螺的核心部件,通常情况下,谐振子有两种

典型结构类型:简化环型和旋转薄壳型(如半球谐

振子[4]、钟形谐振子[5]等)。由于环形谐振子与旋转

薄壳型谐振子具有相同的四波腹振型和相似的动

力学特性,可以用环形谐振子的模型来简化研究半

球谐振子唇缘的动态特性[6-7]。

图1 谐振陀螺结构示意图

Fig.1 Schematicofresonantgyrostructures

经典的环形谐振子理论是基于弹性力学理论

以及几何中性轴(或称中心线)不可拉伸假设建立

的(见式(1)之二式)[8]。如图2所示,对于环形结

构,建立极坐标系o* -rθ,r和L 分别为环形结构

几何中心线(中性轴)的曲率半径和特征长度,挠度

w(θ,t)的控制方程及相关约束条件为

ẅ,θθ -ẅ +4Ω̇w,θ +κ2(w,θθθθθθ +
 2w,θθθθ +w,θθ)=0
uθ,θ =-w

κ2=E0h2/(12ρ0r4)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(1)

其中,“̇ ”表示物理量对时间t的一阶偏导数;

Ω、E0、ρ0和h分别表示环形谐振子结构的转动角速

度、弹性模量、密度和高度。利用式(1),可进一步

获得环形谐振子在缓慢、匀速转动过程中的动态响

应(即在忽略转动角速度的平方项和角速度的变化

项影响的条件下),包括进动系数K 和二阶振动角

频率ω2
[6],即

K =2/5

ω2=
3
5

E0h2

ρ0r4

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)

图2 环形结构及坐标系示意图

Fig.2 Thering-shapedstructureanditscoordinatesystem

然而,在目前经典环形谐振子理论中,仍存在

许多不足之处:1)经典理论对应的挠度控制方程式

不能精确描述环形结构的静态弯曲问题;2)对于动

态响应问题,基于经典理论获得的理论解式(2)不
能精确反映结构特征尺寸(如高度h、曲率半径r
等)对动态响应的影响规律(特别是进动系数和二

阶振动角频率);3)经典理论也未充分考虑环形结

构上、下表面剪应力自由条件。
因此,为了克服上述不足,本文从环形结构的

基本假设和基本条件出发,系统地开展环形谐振子

结构静、动态问题的理论研究。

1 环形结构问题的数学描述

根据文献[9-10],建立坐标系o-xyz,如图2所

示。对于一个环形结构问题,可近似看成是一个平

面应力问题。因而,三维弹性理论中6个应力分量

减少到3个(即σx、σz 和τxz);3个独立的位移分量

减少到2个(即ux 和uz)。对于环结构问题,通常还

进一步采用如下2个广义位移定义以及基本概念。
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1.1 广义位移的定义

本文选取挠度w(x,t)及周向伸长u(x,t)的

定义为

w(x,t)=
1
B0∫A

E0·uz(x,z,t)dA

u(x,t)=
1
B0∫A

E0·ux(x,z,t)dA

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(3)

其中,A 表示环横截面的面积;B0 为环截面的

拉伸刚度,其含义为

B0=∫A
E0dA=∫A

E01dz=E0h≠0 (4)

1.2 基本概念和基本假设

对于环结构问题,通常还进一步采用如下2个

基本假设和1个基本条件[9-10]。
基本假设1:径向正应力σz 相对σx 和τxz 较小,

因而在环结构中忽略不计(即σz =0);其余2个应

力与应变之间满足退化的胡克(Hooke)定律,即

σx =E0εx

τxz =G0γxz
{ (5)

其中,εx 和γxz 分别为截面上的正应变和剪应

变;E0 及G0 分别表示材料的弹性模量和剪切模量,

进而几何关系可以表示为[9-10]

εx =
∂ux

∂x +
uz

r

γxz =
∂uz

∂x +
∂ux

∂z -
u
r

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(6)

基本假设2:径向正应变恒等于零,即

εz =0 (7)
其含义为

∂uz/∂z=0 (8)
式(8)表明,径向位移uz 只是x的函数,不随着

高度坐标z发生变化。
基本条件1:上、下表面剪应力自由条件。
根据基本假设1中式之二式,剪应力自由条件

等价于

γxz(x,±h/2,t)=0 (9)

1.3 位移模式及本构关系

对于环形结构,假设其位移模式为以下线性

形式

ux(x,z,t)=u(x,t)+

zu
(x,t)
r -w'(x,t)æ

è
ç

ö

ø
÷

uz(x,z,t)=w(x,t)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(10)

其中,“'”表示物理量对周向坐标x 的一阶偏导

数。显然,上述位移模式满足式(9)(即上、下表面剪

应力自由条件)。将式(10)代入几何关系式(6)可得

εx =u'+zu'r -w″æ

è
ç

ö

ø
÷+

w
r

γxz =0

ì

î

í

ïï

ïï

(11)

对于环结构问题,其广义应力的定义如下

N =∫A
1·σxdA

M =∫A
z·σxdA

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(12)

其中,N 和M 分别为周向拉力和弯矩。
根据本构关系式(5)和几何关系式(11),可得

环结构的广义本构关系为

N =B0ε
M =B2κ{ (13)

并且

κ=
u'
r -w″

ε=u'+
w
r

B2=∫A
E0z2dA=E0h3/12≠0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(14)

其中,ε为与周向拉力N 对应的广义拉伸应变,κ
为与弯矩M 对应的广义弯曲应变,B2 为弯曲刚度。

2 环形结构的静态弯曲问题

弯曲问题是环形结构静力学的基本问题,目前

已有许多学者进行了系统的研究,但是仍然没有获

得精度很高、形式简单的解析解。因此,这一节重

点研究圆环结构的静态弯曲问题。

2.1 静态弯曲问题的基本理论

根据环结构的虚功原理,可得

0=δU+δV

=∫
L

0
[Mδκ+Nδε]dx-∫

L

0
qw(x)·δw(x)dx (15)

其中,qw(x)为几何中心线上的载荷分布函数。
经部分积分,并按照独立变分量δu 和δw 分别

整理,得到平衡方程为

δu:N'+M'/r=0
δw:M″-N/r+qw(x)=0{ (16)

将式(13)和式(14)代入式(16),平衡方程为

B0(u″+w'/r)+B2(u″/r2-w‴/r)=0
B2(u‴/r-w(4))-B0(u'/r+
 w/r2)+qw(x)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(17)
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相应的边界条件为

 自然边界条件        本质边界条件   

M
r +Næ

è
ç

ö

ø
÷

x=x0
=

M0

r +N0 or u x=x0 =u0

M x=x0 =M0 or w' x=x0 =w'

M' x=x0 =M'0 or w x=x0 =w0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(18)
当对于整个圆环结构进行分析时,取L=2πr,

此外,还需要充分考虑环结构的连续性条件(或周

期性条件),从而保证计算结果的准确性。从环结

构的物理意义上讲,环结构的连续性条件可表述为

u(m)(0)=u(m)(2πr)

w(n)(0)=w(n)(2πr){ (19)

其中,m=0且n=1,即广义位移u 连续,广义

位移w 一阶导数连续。

2.2 静态弯曲问题的理论解

对于环结构弯曲问题,根据式(13)、式(14)和
式(16),有

N″+N/r2=qw(x)/r (20)
即

u'+
w
r

æ

è
ç

ö

ø
÷″+ u'+

w
r

æ

è
ç

ö

ø
÷/r2=qw(x)/(B0r) (21)

解式(21),得u'+w/r的通解为

u'+
w
r

æ

è
ç

ö

ø
÷=C1sin

x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+C2cos

x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+S*

1 (x)(22)

其中,S*
1 (x)为常微分方程式(21)的特解;C1

和C2 为待求系数。
根据式(16)中第一式,可得

u″
r -w‴æ

è
ç

ö

ø
÷=-

rB0

B2
u″+

w'
r

æ

è
ç

ö

ø
÷ (23)

根据式(22)和式(23),消去变量w(x)可得

u(4)+
u″
r2 = -

C1

r3 +
B0C1

B2r
æ

è
ç

ö

ø
÷cosx

r
æ

è
ç

ö

ø
÷+

S*‴1 -
B0

B2
S*'1

é

ë
êê

ù

û
úú+

C2

r3 +
B0C2

B2r
æ

è
ç

ö

ø
÷sinx

r
æ

è
ç

ö

ø
÷ (24)

取t(x)=u″(x),式(24)可转化为

t″(x)+
t(x)
r2 =-

C1

r3 +
B0C1

B2r
æ

è
ç

ö

ø
÷cosx

r
æ

è
ç

ö

ø
÷+

 [S*‴1 -
B0

B2
S*'1 ]+

C2

r3 +
B0C2

B2r
æ

è
ç

ö

ø
÷sinx

r
æ

è
ç

ö

ø
÷ (25)

求解式(24),可得

u(x)=∫∫C3cos
x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+C4sin

x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+S*

2 (x)
é

ë
êê

ù

û
úú·

dxdx+C5x+C6 (26)
其中,S*

2 (x)为常微分方程式(25)的特解;
C3、C4、C5 和C6 为待求系数。

根据式(22)和式(26),可得挠度 w(x)的分

布为

w(x)=r C1sin
x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+C2cos

x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+S*

1 (x)-
é

ë
êê

∫C3cos
x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+C4sin

x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+S*

2 (x)
é

ë
êê

ù

û
úúdx-C5

ù

û
úú (27)

根据式(26)及式(27)可知,对于静态弯曲问题,
本文理论中有6个边界条件可唯一确定上述6个待

求系数,因此环结构弯曲问题从数学意义上讲是完

备的。

3 环形结构的动态问题

环形谐振子结构的动态响应问题(如驻波进动

效应、振动频率等问题)[11-12],一直是谐振陀螺领域

的重要研究内容。因此,本节基于上述广义几何关

系、本构关系及哈密顿原理,对环形结构的动态响

应问题进行系统的研究。

3.1 动态问题的基本理论

对于缓慢、匀速转动过程中的环形谐振子结

构,根据环结构的哈密顿原理,可得

0=∫
t2

t1
(δU+δV-δK)dt

=∫
t2

t1∫
L

0
[Mδκ+Nδε]dxdt-

∫
L

0
qw(x,t)·δw(x)dx-

∫
t2

t1∫
L

0
[ρ0v‖δv‖ +ρ0v⊥δv⊥]dxdt (28)

其中

v⊥=-ẇ +Ωux

v‖ =̇ux +Ω(R+w){ (29)

并且,v‖ 和v⊥ 分别代表环结构中心轴处的周

向速度和径向速度。
经部分积分,并忽略Ω2 和Ω̇ 项的影响[1],按照

独立变分量δu 和δw 分别整理,可得

δu:N'+M'/r=m11ü+

 2m11Ω̇w +
m22

r
u¨
r -ẅ'æ

è
ç

ö

ø
÷

δw:M″-N/r+qw(x,t)=m11̈w -

 2m11Ωu
·
+m22

u¨'
r -ẅ″æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(30)
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其中

m11=ρ0h
m22=ρ0h3/12{ (31)

至此,建立了环形结构动态问题的控制方程,
这对于求解环形谐振子的动态响应问题具有重要

的指导作用。此外,环形结构的连续性(周期性)条
件可一般地表述为

u(m)(0,t)=u(m)(2πr,t)

w(n)(0,t)=w(n)(2πr,t){ (m=0,n=1)(32)

3.2 动态问题的理论解

二阶(角)频率及进动系数是谐振陀螺的重要

动态响应参数,因此需要重点研究。为了获得环形

结构的动态响应问题的理论解,同样引入几何中性

轴(或称中心线)不可拉伸假设,考虑式(10)和式

(1)之二式,从而有

ε=u'+w/r≡0 (33)
即

u'=-w/r (34)
根据布勃诺夫-伽辽金法,取qw(x,t)=0,假设

挠度w 和周向伸长u 的二阶振型分布为

w(x,t)=p(t)sin
2x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷+q(t)cos

2x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

u(x,t)=
p(t)
2 cos

2x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷-

q(t)
2 sin

2x
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(35)

其中,p(t)和q(t)为分布函数,并且该分布自

动满足周期性条件(见式(32))。
将式(33)和式(35)代入平衡方程式(30),利用

布勃诺夫-伽辽金法整理可得

a2p̈w(t)-2Ωa1̇q(t)+a0p(t)=0

a2q̈w(t)+2Ωa1̇p(t)+a0q(t)=0{ (36)

其中

a2=
5m11π
2 +

9m22π
2r2

a1=2m11π

a0=
18B2π
r4

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(37)

进而,进动系数 K 和二阶角频率ω2 的理论

解为

K =
a1

2a2
=

2
5

1+
3h2

20r2

ω2=
a0

a2
=

3
5

E0h2

ρ0r4
1

1+
3h2

20r2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(38)

4 典型问题的求解与分析

为了减少谐振子在工作过程中的能量损耗,环
形谐振子往往选用熔融石英材料[13],其相关力学参

数如下[14]:密度ρ0=2200kg/m3,弹性模量 E0 =
76.7GPa及泊松比ν=0.17。 基于该材料的力学属

性,本文对环形谐振子的静态弯曲问题和动态响应

问题进行了求解与分析。

4.1 弯曲问题求解及分析

为了验证本文环问题的基本理论和解析求解

方法的正确性,本小节对两端(即x=0及x=πr处)
受简支条件约束、均布载荷qw(x)=q0 作用的环形

结构弯曲问题进行分析。考虑上述弯曲问题的对

称性,本文取二分之一圆环结构进行分析(即L =
πr),如图3所示。根据式(18),上述弯曲问题的边

界条件可进一步描述为

u(0)=0
M(0)=0
w(0)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

and
u(πr)=0
M(πr)=0
w(πr)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(39)

图3 环形结构受均布载荷示意图

Fig.3 Schematicofthering-shapedstructure

underauniformload

(a)当L/h=10及L/h=20时

根据2.2节的解析求解方法,可获得挠度w(x)沿
x方向(周向)的分布情况,并使用q0L4/(104E0h3)进
行无量纲化,如图4所示。此外,为了验证本文理论
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(b)当L/h=50及L/h=100时

图4 无量纲挠度沿轴向分布

Fig.4 Thedistributionofdimensionless

deflectionalongxdirection

及求解方法的正确性,还引入了基于Timshenko理

论[10]的曲梁结构弯曲问题的挠度分布(剪切修正系

数KS=5/6)进行对比。
根据图4可知,对于上述弯曲问题,随着长高比

L/h 的增加,挠度的最大值在不断减小,这是由于

L/h 的增加,引起了整体结构刚度不断减小的缘

故。与此同时,在长高比L/h 分别为10、20、50和

100的工况下,本文理论获得解析解与Timshenko
理论的解在整个区域内一致性十分好,并且具有良

好的对称性,这些都充分证实了本文环形结构理论

和解析求解方法的准确性。
令人遗憾的是,经典环形谐振子理论是不能求

解静态弯曲问题的。根据经典环形谐振子的挠度

控制方程式(1),挠度控制方程可简化为

w,θθθθθθ +2w,θθθθ +w,θθ =0 (40)
显然,上述挠度控制方程无法充分反映结构特

征尺寸h、r以及材料属性E0 对环形结构弯曲问题

的影响。事实上,造成这一问题的根本原因在于,
没有厘清经典环形谐振子理论的基本条件(和假

设)与理论求解的简化条件(几何中心线不可拉伸

假设)之间的区别。在经典环形谐振子理论建立

时,过早地将几何中心线不可拉伸假设作为约束条

件引入;从数学意义上讲,该假设条件只是为获取

理论解而引入的一个简化求解条件,并非是环形谐

振子理论建立的基本假设(或条件)。
为克服经典理论不能求解环结构弯曲问题的

不足,本文从环结构的基本假设和基本条件出发,
根据虚功原理(或哈密顿原理),建立了环结构弯曲

问题的基本理论,获得的平衡方程可以精确求解环

结构的弯曲问题,见式(17)或式(30)左侧项。因

此,从这一方面来说,本文的环形谐振子理论具有

更广泛的适用性。

4.2 动态响应求解及分析

根据式(2)和式(38),对比了本文理论和经典

谐 振 子 理 论 的 二 阶 角 频 率 计 算 结 果,并 使 用

3E0h2/(5ρ0r4)进行无量纲化,如图5所示。此

外,为了验证本文理论的正确性,使用有限元分析

软件Abaqus求解不同高径比h/r条件下的环形结

构二阶弯曲频率,使用 3E0h2/(20π2ρ0r4)进行无

量纲化,最终获得无量纲二阶弯曲角频率,如图5
所示。

图5 二阶角频率ω2 随h/r的变化规律

Fig.5 Thevariationofthesecond-orderangular

frequencyω2withh/r

根据图5可知,对于二阶无量纲弯曲角频率

ω2,利用经典环形谐振子理论获得的计算结果为恒

定值,而基于本文理论的计算结果不再为恒值,并
且随着h/r的增大,对应的无量纲频率在一定的小

范围内不断减小,在h/r=0.2时频率值降低了约

0.3%,这也是基于本文理论首次获得的结果。此

外,与有限元结果相比,尽管本文理论与经典理论

的结果都会有一定偏差,这主要是因为本文理论与

经典理论都忽略了环结构横向剪切效应所致;但
是,相较于经典理论的结果,基于本文理论的解更

接近于 有 限 元 分 析 的 结 果(最 大 相 对 误 差 小 于

1.4%),这也证实了本文的计算结果具有更高的准

确性。
另一方面,本文还研究了环形谐振子进动系数

的分布规律。根据式(2)和式(38),可获得进动系

数随h/r的变化规律,如图6所示。同样地,与经典

环形谐振子理论的计算结果不同,本文获得的进动

系数值不再恒为0.4,而是随着h/r的增大,对应的

进动系数在一定的小范围内不断减小,当h/r=0.2
时,进动系数值降低了约0.5%(降低至0.398),这
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也是本文研究的另一重要理论结果。

图6 进动系数K 随h/r的变化规律

Fig.6 Thedistributionoftheprecession

coefficientK withh/r

事实上,对于环形结构的动态响应问题(即二

阶角频率和进动系数),对比了经典理论与本文新

理论计算结果之间的差异,根据式(2)和式(38),建
立两种理论解之间的联系如下

ω2=ω2
1

1+3h2/(20r2)

K =
K

1+3h2/(20r2)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(41)

通过分析环结构动力学方程中各项在求解过

程中的作用,发现造成上述结果差异(即二阶弯曲

角频率和进动系数)的直接原因是由于动态平衡方

程式(30)中的
m22

r
u¨
r -ẅ'æ

è
ç

ö

ø
÷ 项和m22

u¨'
r -ẅ″æ

è
ç

ö

ø
÷ 项

的共同作用所致。若进一步考虑广义几何关系中

弯曲应变的物理内涵κ=u'/r-w″及环结构哈密顿

原理的具体形式,造成上述差异的根本原因从物理

意义上讲是因为经典环形谐振子理论无法精确描

述环结构弯曲变形的动能量;另一方面,从数学内

涵上讲,广义弯曲应变的引入是为了满足上、下表

面剪应力自由条件,因此,上、下表面剪应力自由条

件在环结构理论研究时必须引起足够的重视。

5 结论

本文从经典环形谐振子理论出发,揭示了经典

理论中的不足。然后,基于环结构问题研究的基本

假设和基本条件(即上、下表面剪应力自由条件),
根据线性位移模式假设、广义位移的定义、几何关

系和本构关系,获得了环结构的广义本构关系,利
用虚功原理和哈密顿原理,建立了新的环结构理

论,包括平衡方程、边界条件、连续性条件等。同

时,推导了典型环结构弯曲问题的解析求解方法及

动态问题的理论解。最后,针对典型的环形结构

静、动态问题,利用本文的新理论及求解方法,通过

与其他理论及有限元法的结果进行对比,证明了本

文的环形谐振子理论和求解方法的准确性,并剖析

了经典谐振子理论中缺陷产生的原因。
本文得出的主要结论如下:

1)本文获得的环形谐振子结构的相关理论及

求解方法,不仅可以求解动态响应问题,还可以求

解静态弯曲问题;

2)本文获得的环形谐振子结构的二阶弯曲角

频率理论解,不仅形式简单,而且更接近有限元分

析结果;

3)环形谐振子的进动系数事实上不是恒定的,
其值会随着结构尺寸的差异在0.4附近很小范围内

变化,并且进动系数的大小与材料的力学属性(如
弹性模量、密度及泊松比)无关。

此外,本文的环形谐振子理论对于高精度谐振

陀螺的设计及模型误差分析(如品质因数不均匀、
供电电压不稳等因素引入的误差)等研究,具有重

要的工程意义和学术价值。
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